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El propésito de este articulo es describir como, dentro del enfoque holandés de la
educacién matematica, llamado Educacion Matematica Realista (EMR), se utilizan modelos
para promover el avance de los estudiantes en la comprensién de las matematicas. En primer
término, se presenta informacion general sobre las caracteristicas de la EMR relacionadas
con el papel de los modelos en este enfoque. Luego se estudia el uso del modelo de barra
dentro de una trayectoria longitudinal sobre porcentaje que se ha disefiado para Matema-
ticas en contexto, un curriculum para la escuela secundaria media en EUA. El poder de este
modelo es que se desarrolla a la par tanto de la ensefianza como de los estudiantes: de un
dibujo que representa un contexto relacionado con porcentaje, a una tira para estimar y
razonar y a una herramienta abstracta que apoya el uso del porcentaje como operador.
PALABRAS CLAVE: contexto, disefio curricular, educacién matematica, modelo, porcentaje,
escuela primaria, cambio en los niveles de comprension.

Introduccion

La Educacion Matemdtica Realista (EMR) es una teoria especifica de instrucciéon
para la educacion matemaética, centrada en dominios (ver Treffers, 1987; De Lange,
1987; Streefland, 1991, Gravemeijer, 1994a; Van den Heuvel-Panhuizen, 1996).

* Traducido del inglés por Héctor Escalona en colaboracion con Correo del Maestro.

1 Referencia bibliografica: articulo de Marja van den Heuvel-Panhuizen en Educational Studies in Mathematics,
Springer, 2003. Se cuenta con la debida autorizacién de la autora y de Springer para su traduccién al
espafiol y su publicacion en la revista Correo del Maestro.
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Esta teoria es la respuesta holandesa a la necesidad, percibida en todo el mundo,
de reformar la ensefianza de las matematicas. Las raices de la EMR se remontan
a comienzos de la década de 1970 cuando Freudenthal y sus colaboradores pu-
sieron sus cimientos en el antiguo 10wo,? el predecesor mas temprano del Institu-
to Freudenthal. Con base en laidea de Freudenthal (1977) de que las matematicas
-si han de tener valor humano- deben guardar relacién con la realidad, mante-
nerse cercanas a los nifos y ser relevantes para la sociedad, el uso de contextos
realistas se convirtié en una de las caracteristicas determinantes de este enfoque
de la educacién matematica. En la MR, los estudiantes deben aprender matema-
ticas desarrollando y aplicando conceptos y herramientas matemaéticas en situa-
ciones de la vida diaria que tengan sentido para ellos.

Por una parte, el adjetivo realista concuerda definitivamente con la forma de
ver la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas dentro de la EMR, pero por
la otra, este término también puede dar lugar a confusién. En holandés, el verbo
zich realisieren significa “imaginar”. En otras palabras, el término realista se re-
fiere mas a la intencién de ofrecer a los estudiantes situaciones problema que
ellos puedan imaginar (ver Van den Brink, 1973; Wijdeveld, 1980), que a la “re-
alidad” o autenticidad de los problemas. Sin embargo, esto altimo no significa
que la relacion con la vida real no sea importante. Sélo implica que los contextos
no estan necesariamente restringidos a situaciones de la vida real. El mundo de
fantasia de los cuentos de hadas, e incluso el mundo formal de las matematicas,
son contextos idéneos para problemas, siempre y cuando sean “reales” en la
mente de los estudiantes.

Ademas de este frecuente malentendido acerca del significado de realista, el
uso de este adjetivo para definir un enfoque particular de la educacién ma-
temaética tiene un “defecto” adicional. No refleja otra caracteristica fundamental
de la EMR: el uso didactico de modelos. En este articulo nos centraremos en este
aspecto de la EMR.

Enla primera parte de este documento en el que expongo mi postura, propor-
cionaré informacién general sobre la teoria de la EMR y la funcién de los mode-
los dentro de esta teoria. Entre otras cosas, se pondra especial atencion a las dos
formas de matematizacién que caracterizan a la EMR, los distintos niveles de
comprension que es posible distinguir y que tipifican el proceso de aprendiza-
je, como pueden los estudiantes desempefiar un papel activo en el desarrollo
de modelos, cémo evolucionan los modelos durante el proceso de ensefianza-
aprendizaje y —en consecuencia- como promueven y apoyan la elevacion de
nivel. En la segunda parte de este articulo, se dard un caracter mas concreto a
esta informacién general concentrando la atencién en el dominio de contenido

2 lowo son las siglas del Instituut Ontwikkeling Wiskunde Onderwijs (Instituto para el Desarrollo de la
Educacion en Matematicas).
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referente a porcentaje. Se describe cémo el modelo de barra apoya el proceso
longitudinal de aprendizaje del porcentaje.

Esta descripcién del uso didactico del modelo de barra se basa en el trabajo
de desarrollo que se llevé a cabo en Matemdticas en contexto, un proyecto en-
caminado a la elaboraciéon de un curriculum de matematicas para la educaciéon
media en EMR (Romberg, 1997-1998). El proyecto fue financiado por la National
Science Foundation (Fundacién Nacional para las Ciencias) y ejecutado por el
Centro para la Investigacion en Educacion de Ciencias Matematicas (CRMSE, por
sus siglas en inglés) de la Universidad de Wisconsin-Madison® y el Instituto
Freudenthal de la Universidad de Utrecht. El curriculum disehado refleja el
contenido matematico y los métodos de ensenanza sugeridos por los Estan-
dares de Programa de Estudios y Evaluacion para las Matematicas Escolares
(NcT™, 1989). Esto significa que la filosofia del curriculum y su desarrollo se ba-
san en la creencia de que las matemaéticas, como cualquier otro cuerpo de cono-
cimientos, son producto de la inventiva humana y las actividades sociales. Esta
filosofia tiene mucho en comun con la EMRr. Freudenthal (1987) pensaba que las
estructuras matematicas no son un conjunto de datos fijos, sino que surgen de
la realidad y se expanden continuamente en procesos individuales y colectivos
de aprendizaje. En otras palabras, en la EmR los estudiantes son considerados
participantes activos en el proceso de ensefianza-aprendizaje que tiene lugar en
el contexto social del aula.

No obstante, ademas de lo anterior, Freudenthal (1991) insisti6 también en
que el proceso de reinvencién debe ser guiado. Se debe ofrecer a los estudian-
tes un ambiente de aprendizaje en el que puedan construir conocimientos
matematicos y tener posibilidades de alcanzar niveles mas altos de compren-
sion. Esto implica que se deben crear escenarios capaces de promover este cre-
cimiento de la comprension. La creacién de un escenario de este tipo para
aprender porcentaje fue uno de los objetivos del proyecto Matemiticas en con-
texto. Dentro de este escenario, el modelo de barra fue la principal herramienta
didéctica para facilitar el proceso de aprendizaje de los estudiantes.

La EMR y el uso didactico de modelos

Las matemdticas como matematizacion
Uno de los conceptos bésicos de la EMR es la idea de Freudenthal (1971) de las
matematicas como una actividad humana. Como se ha senalado, para él

® El crmst es el antecesor del Centro Nacional para el Mejoramiento del Aprendizaje y Logro de los
Estudiantes en Matematicas y Ciencias (NCISLA, por sus siglas en inglés) de la Universidad de Wisconsin-
Madison.
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las matematicas no eran el cuerpo de conocimientos matematicos, sino la activi-
dad de resolver problemas y buscar problemas y, en términos mas generales, la
actividad de organizar la disciplina a partir de la realidad o de la matematica
misma, a lo que llamé matematizacion (Freudenthal, 1968). En términos muy
claros, Freudenthal explicé de qué tratan las matematicas: “No hay matemati-
cas sin matematizacion” (Freudenthal, 1973, p. 134).

Esta interpretacion de las matematicas basada en la actividad tuvo también
consecuencias importantes respecto a cémo se conceptualizaba la educacion
matemética. De un modo mas preciso, afect6 tanto los objetivos de la educa-
cién matematica como los métodos de ensefianza. Segtin Freudenthal, la mejor
forma de aprender matematicas es haciendo (ibid., 1968, 1971, 1973), y la ma-
tematizacion es la meta central de la educacién matematica:

Lo que los seres humanos tienen que aprender no es matematicas como sistema
cerrado, sino como una actividad: el proceso de matematizar la realidad y, de ser

posible incluso, el de matematizar las matematicas (Freudenthal, 1968, p.7).

Si bien en sus primeros escritos Freudenthal se refirid, sin lugar a dudas, a
dos clases de matematizacion, y aun cuando dej6 en claro que no se proponia
limitar la matematizacion a una actividad en el nivel mas inferior, donde se
aplica para organizar las cuestiones no matematicas de un modo matematico,
su atencion se centr6 principalmente en matematizar la realidad en el sentido
comun y corriente del mundo de “all4 afuera”. Se oponia a aislar las matemati-
cas de situaciones del mundo real y a ensefiar una axiomatica prefabricada
(Freudenthal, 1973).

Dos formas de matematizacion

Treffers (1978, 1987) coloco las dos formas de matematizacién bajo una nueva
perspectiva, que llevo asimismo a Freudenthal a pensar de otra manera. Treffers
formul6 la idea de dos formas de matematizacién en un contexto educacional.
Distingui6é entre la matematizacién horizontal y la vertical. En términos ge-
nerales, el significado de estas dos formas de matematizacion es el siguiente. En
el caso de la matematizacion horizontal, se presentan herramientas matemati-
cas y se utilizan para organizar y resolver un problema de la vida diaria. La
matematizacién vertical, por el contrario, representa todo tipo de re-organiza-
ciones y operaciones hechas por los estudiantes dentro del sistema matemético
en si. En su altimo libro, Freudenthal (1991) adopt6 la distincién de Treffers de
estas dos formas de matematizacién, y expreso sus significados asi: matematizar
horizontalmente significa ir del mundo de la vida al mundo de los simbolos; y
matematizar verticalmente significa moverse dentro del mundo de los simbo-
los. Esto ultimo implica, por ejemplo, crear atajos y descubrir relaciones entre
conceptos y estrategias, y hacer uso de estos hallazgos. Sin embargo, Freudenthal
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hizo hincapié en que las diferencias entre estos dos mundos estan lejos de ser
claramente definidas, y que, en su opinién, de hecho no se trata de mundos
separados. Ademas, descubri6é que las dos formas de matematizaciéon son de
igual valor, y destaco el hecho de que ambas pueden tener lugar en todos los
niveles de la actividad matemaética. En otras palabras, incluso en el nivel de
las actividades de conteo, por ejemplo, pueden darse ambas formas.

Aunque Freudenthal introdujo ciertos matices importantes en la formulacién
de las dos formas de matematizacién, éstos no afectan en lo medular la clasifi-
cacion de Treffers ni su significaciéon. Mds atin, fue mérito de Treffers el haber
dejado claro que por su enfoque en esas dos formas de matematizacion, la EMr
se distingue claramente de otras formas de abordar la educaciéon matematica
que entonces prevalecian. Segun Treffers (1978, 1987, 1991), un enfoque empiri-
co se centra sé6lo en la matematizacion horizontal, en tanto que uno estructu-
ralista se limita a la matematizacioén vertical, y en uno mecanicista ambas for-
mas estdn ausentes. Como lo destacaran Treffers y Goffree (1985), el tipo de
matematizacion en el cual enfocamos la educacién matematica tiene consecuen-
cias importantes respecto al papel de los modelos en las diferentes formas de
abordar la educacién matematica, y también respecto a la clase de modelos que
se utilizan.

Niveles diferentes de comprension
Otra caracteristica de la EMR, estrechamente relacionada con la matematiza-
cién, es lo que se podria llamar el principio de niveles de la EmRr. Los estudian-
tes pasan por diferentes niveles de comprensién en los que puede tener lugar
la matematizacion: desde idear soluciones informales conectadas con el con-
texto, hasta alcanzar cierto nivel de esquematizacién, y finalmente discernir los
principios generales que estan atrds de un problema y ser capaz de ver todo
el panorama. Es fundamental para esta teoria de niveles de aprendizaje —~que
Freudenthal dedujo de las observaciones e ideas de los Van Hiele (ver, por ejem-
plo, Freudenthal 1973, 1991)- el hecho de que la actividad de matematizar en un
nivel inferior puede ser objeto de indagacién en un nivel mas alto. Esto significa
que las actividades organizadoras que se llevaron a cabo inicialmente de modo
informal, més tarde, como resultado de la reflexién, se tornan més formales.
Esta teoria de niveles de aprendizaje se refleja también en la “matematizaciéon
progresiva” que se considera la caracteristica mas general de la Emr, donde los
modelos -interpretados en términos generales- se consideran vehiculos para
promover y apoyar este progreso (Treffers y Goffree, 1985; Treffers, 1987;
Gravemeijer, 1994a; Van den Heuvel-Panhuizen, 1995, 2002). Se atribuye a los
modelos la funcién de salvar la brecha entre la comprensién informal conectada
con la realidad “real” e imaginada, por una parte, y la comprensién de los siste-
mas formales por otra.
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Interpretacion de los modelos en términos generales
Dentro de la EmR, los modelos se ven como representaciones de situaciones
problema que reflejan necesariamente aspectos fundamentales de conceptos y
estructuras matematicas relevantes para la situaciéon problema, pero que pueden
tener diversas manifestaciones. Esto significa que no se toma el término mo-
delo de manera literal. Materiales, bosquejos visuales, situaciones paradigmati-
cas, esquemas, diagramas e incluso simbolos llegan a servir de modelos (ver
Treffers y Goffree, 1985; Treffers 1987, 1991; Gravemeijer 1994a). Por ejemplo,
una situaciéon paradigmatica que funciona como modelo es la resta repetida.
Dentro del eje de aprendizaje de la division larga, este procedimiento -susci-
tado, por ejemplo, por el transito de un gran namero de aficionados en autobus
(ver Gravemeijer 1982; Treffers, 1991)- al mismo tiempo legitima y proporciona
acceso al algoritmo formal de la division larga. Como ejemplo de una forma de
notacion, cabe mencionar el lenguaje de flechas. La forma inicial de describir los
cambios en el nimero de pasajeros de un autobuis termina utilizandose para des-
cribir todo tipo de cambios numéricos mas adelante (ver Van den Brink, 1984).
Si han de ser idéneos para brindar el apoyo deseado a los procesos de apren-
dizaje, los modelos tienen que reunir al menos dos caracteristicas importantes.
Por una parte, deben estar arraigados en contextos realistas imaginables y, por
la otra, deben ser suficientemente flexibles para aplicarlos también en un nivel
mas avanzado, o mas general. Esto implica que un modelo debe apoyar la pro-
gresion en la matematizacion vertical sin obstruir el camino de regreso a las
fuentes que dan origen a una estrategia: esto es similar a la nocién vygotskiana
de andamiaje (Vygotsky, 1978). En otras palabras, los estudiantes deben tener
siempre la posibilidad de volver a un nivel més bajo. Este caracter de doble
sentido de los modelos los hace muy poderosos. Otro requisito para que los mo-
delos sean viables es que —en armonia con la visién de la EMR de los alumnos
como participantes activos del proceso de ensefanza-aprendizaje- los estudian-
tes puedan reinventarlos por si solos. Para que esto se cumpla, los modelos de-
ben “comportarse” de forma natural, evidente por si misma. Deben ajustarse a
las estrategias informales de los estudiantes —como si hubiesen sido inventados
por ellos- y ser facilmente adaptables a situaciones nuevas.

Una mirada mds cercana al poder de los modelos como elevadores de nivel

Alllegar al punto de por qué los modelos contribuyen a elevar los niveles, el tra-
bajo de Streefland entra en escena. Hace alrededor de 15 afios, Streefland (1985a)
dilucid6, en un articulo holandés, cémo los modelos pueden desempenar la
funcion de tender un puente entre el nivel informal y el formal: pasando de un
modelo de a un modelo para. En pocas palabras, esto significa que, al comienzo de
un proceso de aprendizaje en particular, se constituye un modelo en relacién
muy estrecha con la situacién problema en cuestion, y que mds adelante el mo-
delo, especifico respecto del contexto, se generaliza a otras situaciones y llega
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a ser entonces un modelo factible para organizar situaciones problema afines y
nuevas, y para razonar matematicamente. En esa segunda etapa, las estrategias
que se aplican para resolver un problema ya no se relacionan con esa situacién
especifica, sino que reflejan un punto de vista mas general. En el cambio men-
tal de “postimagen” a “preimagen”, la conciencia de la situacién problema y el
aumento en el nivel de comprension se hacen evidentes.* El cambio de perspec-
tiva implica tanto discernimiento de la aplicabilidad mas amplia del modelo
construido, como la reflexién sobre lo que se hizo antes (Streefland, 1985a; ver
ademas 1992, 1993, 1996). Especialmente en los contenidos de fracciones, razén
y porcentaje, Streefland enriqueci6 la didactica de la educacion matematica con
modelos que tienen esta cualidad de cambio.

Un primer ejemplo estd conectado con su disefio de investigacion sobre
fracciones en el contexto de una pizzeria (Streefland, 1988, 1991). En la trayec-
toria que este autor disefid, el proceso de aprendizaje se inicia con el modelo
“concreto” de la “distribucion de asientos”® para comparar cantidades de pizza,
modelo que se evoca por las tareas disefiadas que se presentan a los estudian-
tes, y mas tarde esquematizado por el “arbol de distribuciéon de asientos” y la ta-
bla de razones, por medio de los cuales se comparan fracciones formales y se
efecttian operaciones con fracciones. En este proceso de esquematizaciéon y ge-
neralizacién, de nuevo los papeles del disefiador y del profesor son muy impor-
tantes. Mediante el disefio de una trayectoria en la que problemas nuevos moti-
van a los estudiantes a llegar a adaptaciones del modelo “concreto” inicial, y el
acento en adaptaciones especificas que los estudiantes idean, se guia el proceso
de desarrollo de modelos.

El modelo de barra que se comentara mas adelante es un segundo ejemplo.
En la tarea de desarrollar la ensefianza de una unidad sobre porcentaje, en la
cual este modelo de barra es la columna vertebral del progreso, Leen Streefland
y yo trabajamos en estrecha colaboracion.

Si bien a Streefland le debemos el concepto de los cambios en los modelos,
él no realiz6 su trabajo aisladamente. Una vez mds, no se debe subestimar el
papel desempenado por Freudenthal. La distincion entre los dos significados
de “modelo” ya se planteaba en sus escritos de la década de 1970, cuando es-
cribié: “Los modelos de algo son postimédgenes de un trozo de realidad dada;
los modelos para algo son preimédgenes para un trozo de realidad por crear”
(Freudenthal, 1975, p. 6).° En relacién con estas dos funciones de los modelos,

Streefland (1985a, p. 63) lo planted en holandés como sigue: “In de mentale omslag van nabeeld tot
voorbeeld worden bewustwording en niveauverhoging in het leerproces manifest”.

La “distribucion de asientos” (o “distribucidon de mesas”) se refiere a como se sientan los nifios en la
pizzeria. La distribucion de asientos indica cuanta pizza hay en la mesa y cuantos nifios estan sentados
a esa mesa.

Esta es la traduccion al espafiol de:“Modellen van iets zijn nabeelden van een stuk gegeven werkelijkheid;
modellen voor iets zijn voorbeelden voor een te scheppen stuk werkelijkheid”.
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Freudenthal distingui¢ también entre “modelos descriptivos” y “modelos nor-
mativos” (Freudenthal, 1978). Sin embargo, la diferencia con Streefland es que
Freudenthal pensaba en los modelos en un nivel didactico mucho mas general
—como modelos para lecciones, planes de estudio, descripciones de objetivos,
estrategias de innovacién, métodos de interaccién y procedimientos de eva-
luacién-, y no en el nivel microdidédctico que Streefland tenia en mente. Al
aplicar el pensamiento de Freudenthal dentro de un contexto microdidéactico,
Streefland puso al descubierto los mecanismos de elevacién de nivel de los mo-
delos y el uso didéctico de este poder. Sin lugar a dudas, su idea de “modelo de”
y “modelo para” result6 una revelacién para muchos (ver, por ejemplo, Treffers,
1991; Gravemeijer, 1994a, 1994b, 1997, 1999; Van den Heuvel-Panhuizen, 1995,
2001; Gravemeijer y Doorman, 1999; Yackel et al., 2001, Van Amerom, 2002). Es
una idea simple, inmediatamente reconocible y aplicable, en la que se da en-

trada didactica a la esencia de los procesos de aprendizaje, que es la mejora en
el nivel de conocimiento. Por esta razon, se ha seguido esta idea al pensar en la
didactica de la educacién matematica tanto dentro como fuera de la comunidad
de la EMR.

En particular, Gravemeijer (1994a, 1994b, 1997, 1999) desarroll6 esta idea.
Mostr6 que el cambio en los modelos también puede relacionarse con el proceso
de crecimiento matematico de un modo mas general. La distincién entre “mo-
delo de” y “modelo para” lo llevé a dividir el nivel intermedio, ubicado entre el
nivel situacional y el nivel formal de resolucién de problemas y de comprensién
matematica, en un nivel referencial y uno general. Ademas de esto, Gravemeijer
hizo hincapié en la relaciéon entre el uso de modelos y el principio de reinven-
cion de la EmRr. En virtud del cambio en el modelo -que establece vinculos entre
el nivel formal de las matematicas y las estrategias informales- el elemento de
arriba abajo que caracterizaba el uso de modelos dentro de los enfoques estruc-
turalista y cognitivo de la educacién matematica fue capaz de transformarse en
un proceso de abajo arriba.

¢ Como hallar modelos idoneos y actividades que generen modelos?
Aunque el proceso de abajo arriba implica que los modelos son inventados por
los estudiantes mismos, se les debe proveer de un ambiente de aprendizaje —el
conjunto de problemas, actividades y contextos situados en escenarios y trayec-
torias, junto con el papel estimulante del docente- para que esto ocurra. Como
se sefiald, dentro de la EMR se toma la reinvencién como una reinvencion guiada.
Sin embargo, una faceta fundamental de este proceso es que los estudiantes
deben sentir que tienen la iniciativa. El surgimiento de modelos y su evolucién
ulterior deben darse de modo natural.

El requisito sefialado impone una gran responsabilidad sobre el desarrollo
de materiales educativos. Los disefiadores educativos deben buscar situaciones
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problema idéneas para la construccién de modelos, las cuales tengan cabida den-
tro de un escenario o trayectoria que promueva la evolucién ulterior del modelo,
a fin de permitir que crezca hasta convertirse en un modelo didactico que abra el
camino hacia niveles mas altos de comprension para los estudiantes. Debe que-
dar claro que esto impone ciertas exigencias a una situacién problema de esta
indole. Un requisito fundamental es que la situacion problema pueda esquema-
tizarse facilmente. Otra exigencia es que, desde el punto de vista de los estu-
diantes, exista la necesidad de construir modelos. Este aspecto demanda que el
problema incluya actividades que estimulen modelos como, por ejemplo, pla-
near y ejecutar etapas de soluciones, generar explicaciones, identificar semejan-
zas y diferencias y hacer predicciones. Aunque estos criterios proporcionan una
buena indicacién de lo que es necesario para conseguir que surja un modelo, lo
mas importante es que las situaciones problema y las actividades lleven a los
estudiantes a identificar estructuras y conceptos matemaéticos. Para descubrir
cudles problemas y actividades pueden hacerlo, se necesitan “analisis didécti-
cos fenomenolégicos”, como los llamoé Freudenthal (1978, 1983), que se centren
en como pueden manifestarse los conocimientos y conceptos matematicos a los
estudiantes y en como constituirlos. Parte de este andlisis se lleva a cabo me-
diante experimentos mentales y deliberaciéon entre colegas -incluidos debates
con docentes- donde tanto el conocimiento sobre los estudiantes como las ideas
acerca de los conceptos matematicos deseados funcionan como una preimagen
orientadora. No obstante, la parte mas importante del analisis se lleva a cabo
mientras se trabaja con estudiantes y se analiza su trabajo. De esta forma es
posible hallar lo que es importante para constituir el modelo y, por tanto, lo que
se debe “poner” en la situacién problema para promover el surgimiento de so-
luciones especificas respecto a la situaciéon, que sea posible esquematizar y que
tendra una perspectiva vertical. 4
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El uso didactico de modelos en la
Educacion Matematica Realista:

EJEMPLO DE UNA TRAYECTORIA LONGITUDINAL
SOBRE PORCENTAJE

Segunda parte

Marja van den Heuvel-Panhuizen'’

En esta parte,z el articulo se centra mas bien en como los estudiantes pueden
aprender el porcentaje y en cémo los modelos se usan didacticamente para llevar a cabo
este proceso de aprendizaje. En términos mas precisos, no son los modelos en si lo que
hacen posible el crecimiento de la comprensién matematica, sino las actividades de mo-
delizacion de los estudiantes. Dentro de la EMR no se entrega a los estudiantes modelos
ya hechos que plasman determinados conceptos matematicos, sino gue se les plantean
problemas en contexto presentados de modo tal que susciten actividades de modeliza-
cion, la que a su vez dan lugar al surgimiento de modelos.

El modelo de barra como un ejemplo para aprender porcentaje

En el texto que sigue se ilustra el uso didactico de modelos en la EMrR mediante
el empleo del modelo de barra en una trayectoria longitudinal de ensefianza-
aprendizaje sobre porcentaje que fue disefiada para el curriculum Matemadticas

Traducido del inglés por Héctor Escalona en colaboracién con Correo del Maestro.

Referencia bibliogréfica: articulo de Marja van den Heuvel-Panhuizen en Educational Studies in Mathematics,
Springer, 2003. Se cuenta con la debida autorizacion de la autora y de Springer para su traduccién al
espafiol y su publicacion en la revista Correo del Maestro.

La primera parte de este articulo se encuentra en: Correo del Maestro,nim. 160, afio 14, septiembre de
2009, pp. 36-44.
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en contexto. En términos sencillos, este modelo de barra se refiere a una tira
sobre la cual se representan, al mismo tiempo, escalas diferentes, lo que per-
mite expresar un monto o cantidad mediante otro monto o cantidad. Por medio
de esto, el modelo de barra llega a la esencia de un ntimero racional, como es
el porcentaje.

La parte principal de la trayectoria de porcentaje se extiende a lo largo de tres
unidades de ensefianza de este curriculum:

« Porcentaje (Van den Heuvel-Panhuizen et al., 1997): va dirigida al 5° grado y
se propone ser una unidad de partida sobre el porcentaje;

« Diario de fracciones (Keizjer et al., 1998b): va dirigida al 6° grado y cubre el
contenido de ntiimero racional de modo mas amplio; ademads, proporciona
material sobre porcentajes, fracciones, decimales y razones;

+ Mids o menos (Keijzer et al., 1998a): va dirigida al 6° grado y se centra en por-
centajes, fracciones y decimales.

Debido a que el propésito principal en este articulo es ofrecer una visiéon
de la trayectoria longitudinal y las relaciones que ésta contiene, me limitaré al
aprendizaje del porcentaje. Sin embargo, no se debe concluir que, dentro de
Matemiticas en contexto, la ensefianza del porcentaje se considera un eje de ense-
fanza aparte. Por el contrario, el aprendizaje del porcentaje estd incluido dentro
de la totalidad del dominio de los ntimeros racionales, y se halla fuertemente
interconectado con el aprendizaje de fracciones, decimales y razones con el
modelo de barra que relaciona entre si estos conceptos de ntimero racional (ver
Middleton, Van den Heuvel-Panhuizen y Shew, 1998). Sin embargo, el mode-
lo de barra no es el tinico modelo de apoyo para este contenido. Aparte de la
barra, que mas adelante se transforma en una linea numérica doble, la tabla de
razones y el diagrama circular también desempefian un papel importante en la
trayectoria sobre porcentaje de Matemiticas en contexto (ver Wijers y Van Galen,
1995; Middleton y Van den Heuvel-Panhuizen, 1995). Para mayor claridad, este
articulo evitara describir la complejidad tipica de este proceso de aprendizaje.
Tampoco se prestara atenciéon a como se desarroll6 la trayectoria sobre porcen-
taje ni a como el modelo de barra encontré su lugar dentro de la trayectoria. Res-
pecto a la unidad Porcentaje, puede encontrarse informacién sobre este proceso
de disefio en Van den Heuvel-Panhuizen y Streefland (1993). La evaluacién que
fue desarrollada para esta unidad se presenta en Van den Heuvel-Panhuizen
(1994, 1996).

El propésito de este articulo es describir como surge y evoluciona el mo-
delo de barra, y como apoya el aprendizaje de los estudiantes, dentro de una se-
rie de unidades de ensenanza como la disefiada para el curriculum Matemadticas
en contexto. La descripcion se basa en instantaneas tomadas de las versiones
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preliminares de estas unidades,’ incluido un trabajo de los estudiantes que mues-
tra hasta qué grado concuerda el proceso propuesto de construccion de modelos
con sus formas de trabajar y pensar. Esto tltimo es importante porque les per-
mite reinventar el modelo por su cuenta o, al menos, participar activamente en
el proceso de construir modelos.

Breve reseria de la trayectoria de enserianza-aprendizaje del porcentaje

En las tres unidades de Matemiticas en contexto, la trayectoria de ensefianza-
aprendizaje sobre el porcentaje comienza con una forma cualitativa de trabajar,
con porcentajes como descriptores de situaciones de tantos-de-tantos, y conclu-
ye con una forma més cuantitativa: su utilizaciéon como operadores. Durante este
proceso de comprension creciente del porcentaje, la barra cambia gradualmen-
te, de una representacién concreta conectada al contexto, a un modelo de repre-
sentacién mas abstracto que, ademads, funcionara como modelo de estimacion,
y a un modelo que guia a los estudiantes en la eleccién de los célculos que es
preciso realizar. Esto significa que el modelo se convierte luego en un modelo
de calculo. Al final de la trayectoria, cuando los problemas se tornan mas com-
plejos, el modelo puede utilizarse también como modelo de pensamiento para
entender situaciones problema. Sin embargo, lo anterior no significa que sea
posible distinguir etapas separadas en el uso del modelo de barra, ni que exista
un orden estricto en el que se aprenden estas diferentes aplicaciones; no es éste
el caso. De hecho, aunque se establece una especie de secuencia en las unidades
de ensefianza, las diferentes interpretaciones del modelo de barra son accesibles
en todas las etapas del proceso de aprendizaje. Todo depende de cémo los estu-
diantes vean y utilicen el modelo.

Otro cambio a la barra tiene que ver con su forma. Junto con el cambio de
funcion, la apariencia del modelo cambia. Finalmente, la barra se reduce a una
linea numérica doble. Aunque no hay una gran diferencia entre estos dos mo-
delos —ambos pueden verse como una tira en la que en uno u otro lado se utilizan
diferentes unidades de medida-, este cambio tiene la ventaja de que el modelo
de barra se hace mas simple y, por tanto, mas facil de usar, y de que se torna
mas flexible. Entre otras cosas, este cambio hace al modelo mas apropiado para
ir mas alla del cien por ciento (100%).

Primeras actividades exploratorias
Teniendo en mente el punto de partida de que la educacién debe construir-
se sobre los conocimientos informales preescolares y extraescolares de los

3 La version preliminar de Per Sense (Porcentaje) fue elaborada por Marja van den Heuvel-Panhuizen y
Leen Streefland. Esto tuvo lugar de 1991 a 1993.La version preliminar de Fraction Times (Diario de fraccio-
nes) fue elaborada por Keijzer,Van Galen y Gravemeijer. More or Less (Mds o menos) fue disefiada en
versién preliminar por Keijzer,Van den Heuvel-Panhuizen y Wijers.
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Figura 1. Porcentaje de asientos ocupados en el teatro de la escuela.

estudiantes, la unidad Porcentaje —cuyo objetivo es que los estudiantes tengan
sentido del porcentaje- comienza con un capitulo introductorio en el que los
alumnos se enfrentan con algunos relatos de la vida diaria donde los porcenta-
jes desempefian determinado papel. En Streefland y Van den Heuvel-Panhuizen
(1992) se hallara una descripcién més extensa de lo que estas historias cuentan
respecto al conocimiento informal de los estudiantes sobre porcentajes.

Uno de los relatos es acerca de un nifio que cuenta a su madre que hay una
probabilidad de 95% de que la practica de futbol siga siendo los miércoles.
Ademas de comentar el significado cualitativo de esto (“95% significa que es
casi seguro que...”), también se pide a los estudiantes que utilicen dibujos para
explicar este significado. De esta forma, el primer capitulo incluye algunas ac-
tividades exploratorias que preparan la construcciéon de modelos. Se reserva
un papel especial en relacion con esto a varias tareas basadas en el teatro de la
escuela. Se pide a los estudiantes indicar, respecto a diferentes espectaculos, qué
ocupacién tendra el teatro. Pueden hacer esto coloreando la parte de la sala
que estard ocupada y luego escribiendo el porcentaje de asientos ocupados
(ver fig. 1).

Fue notable la facilidad con que los nifios se pusieron a trabajar en esta tarea.
Practicamente no hubo preguntas. Todo sucedié de modo muy natural y fue
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Figura 2. Uso de dibujos para expresar porcentajes.

evidente, por la forma en que ellos comentaron los diferentes espectaculos,
que sabian lo que los porcentajes representaban. En el caso de la obra histérica,
“el teatro estaba lleno a menos de la mitad” y “podias elegir facilmente dénde
querias sentarte”.

De igual modo que en la tarea del teatro, en una actividad de resumen al
final del primer capitulo se pide a los estudiantes utilizar dibujos para expre-
sar lo que se dice en enunciados especificos que incluyen porcentajes. Como
se muestra en la figura 2, los estudiantes propusieron espontaneamente toda
clase de modelos, desde dibujos de imagenes hasta diagramas circulares e
incluso de barras.

Las observaciones durante las pruebas de la unidad de ensenanza mostraron
que el dispositivo si funciona en la propuesta del uso de barras con la actividad
del teatro escolar. Para los estudiantes, esta actividad de colorear salas de teatro
se convirtié también en una forma de expresar otros tipos de situaciones de
tantos-de-tantos. En otras palabras, aqui se hace un primer cambio de un “mode-
lo de” a un “modelo para”. Otra conclusién interesante fue que los estudiantes
también utilizaron espontdneamente fracciones para “explicar” el porcentaje de
ocupacion. Esto significa que la conciencia de esta conexion entre diferentes
numeros racionales, que en efecto es uno de los objetivos finales por alcanzar en
el nivel formal general, ya esta presente en esencia en el nivel de comprensién
informal, relacionado con contextos.

El capitulo siguiente de la unidad Porcentaje incluye un conjunto de proble-
mas en el contexto del estacionamiento. Se pide a los estudiantes comparar esta-
cionamientos respecto a su ocupaciéon. Una vez mas, se solicita que indiquen el
grado de ocupaciéon de cada estacionamiento coloreando el marco rectangular
que lo representa. A continuacién, puede determinarse cudl estacionamiento es
el que estd mas lleno (ver fig. 3).
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Figura 3. Comparacién de la ocupacién de estacionamientos.

Surgimiento del modelo de barra
La etapa que sigue es la sustitucién del marco rectangular que representa el
estacionamiento “real” por un “medidor de ocupacién”. Este medidor se ase-
meja, por ejemplo, a un dispositivo para comprobar la cantidad de polvo en una
aspiradora o a un indicador de carga para baterias. Como éstos, el medidor de
ocupacion ofrece a los estudiantes una forma de representar la ocupacién del
estacionamiento. También en este caso los alumnos pueden colorear la parte
ocupada (ver fig. 4).

Por otra parte, después de hacer esto, el “medidor de ocupacién” representa
visualmente para los estudiantes el porcentaje de espacios ocupados. Si el me-
didor esta coloreado en su totalidad, ello significa que el estacionamiento est4
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completo al cien por ciento. Si estan ocupados 24 espacios de 40, el estaciona-
miento tiene una ocupacién, digamos como una primera respuesta preliminar,
de poco mas de 50%. Pero después de indicar 75% como el punto medio entre
50% y 100%, y utilizdndolo como referencia, 60% podria surgir como “una bue-
na conjetura” (ver fig. 5).

40 autos

Figura 4. El “medidor de ocupacién” muestra la ocupacién del estacionamiento.

0 20 L4 40

E3

0% 5O% 60% 75%  100%

Figura 5. El “medidor de ocupaciéon” indica el porcentaje de ocupacion del estacionamiento.

Segtn los nimeros reales que se empleen en estos problemas de estacio-
namiento, se puede utilizar el medidor de ocupacion de diversas formas para
hallar el porcentaje de ocupacion (ver fig. 6). Si estan ocupados 60 espacios de
80 (a), los estudiantes recurrirdn a una fraccién facil. En el caso de 50 espacios
de 85 (b), se aproxima el porcentaje de ocupacion mediante una estrategia ba-
sada en dividir a la mitad varias veces. Por ultimo, cuando los ntimeros son
36 de 40 (c), los estudiantes hacen uso de un porcentaje conocido: 10% de 40 es
4, por tanto... (ver fig. 6).
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Figura 6. Formas de utilizar el “medidor de ocupacion” para hallar el porcentaje
de ocupacién.

En otras palabras, no hay una estrategia fija para resolver estos problemas
de porcentaje, y el medidor de ocupacién permite esta flexibilidad en las for-
mas de abordarlos. Este tipo de enfoque tiene otra gran ventaja ademas de la
didéctica: es capaz de conectar flexiblemente las diferencias en el conocimiento
de los estudiantes respecto a los niimeros: los puntos de referencia y las relacio-
nes numeéricas que los alumnos tienen a la mano. El uso de esta propuesta hace
posible que el objetivo en el nivel mas alto —hacer un uso practico y flexible de
redes de ntiimeros y propiedades de relaciones y operaciones- se logre en el
nivel mas bajo.

La barra como un modelo de estimacion

Mas adelante, en el capitulo tres de la unidad Porcentaje, el “medidor de ocupa-
cion” se transforma gradualmente en un modelo de barra simple. En otras
palabras, una vez mas se hace un cambio de un “modelo de” a un “modelo para”;
es decir, desde la perspectiva de la ensefianza: el cambio real, por supuesto,
se efecttia en el pensamiento de los estudiantes. El cambio significa que el mo-
delo ya no estd conectado exclusivamente con el contexto del estacionamiento,
sino que ayuda a los estudiantes, por ejemplo, a comparar la preferencia de los
aficionados por determinados recuerdos de béisbol. Por otra parte, el cambio
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Figura 7. Uso de la barra como modelo de estimacion.

DECAE EL APOYO A LOS TIGRES

AL JUEGO DEL MARTES ACUDIERON 1598: SOLO 16 AFICIONADOS DE LOS TIGRES

Figura 8. Introduccion de 1% como porcentaje de referencia.

brinda acceso a un nivel més alto de comprension, en el que se utiliza la barra
para razonar acerca de situaciones de tantos-de-tantos. En especial en casos en
los que los problemas se refieren a ntimeros que no pueden convertirse a una
fraccién o porcentaje facil, la barra proporciona un buen soporte para estimar
un porcentaje aproximado. En la figura 7 se muestra un ejemplo de esto. El
problema se refiere a dos grupos de admiradores: los de los Gigantes y los de
los Dodgers, a quienes se ha entrevistado respecto a su recuerdo favorito de
béisbol. Se entrevisté a 310 aficionados de los Gigantes, y 123 de ellos eligieron
la gorra como su recuerdo favorito. En el caso de los Dodgers, 119 de 198 eligie-
ron la gorra. Se pregunta a los estudiantes: ;a cudles aficionados les gusta més
la gorra?

A fin de ofrecer a los estudiantes una estrategia mas precisa, en este capitulo
se dirige también su atencién al porcentaje de referencia de 1%. Esto se hace
de modo mas o menos informal mediante un titular en el diario, referido a una
muy baja asistencia de aficionados de los Tigres (ver fig. 8).
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La barra como un modelo de cdlculo

Este porcentaje de referencia de 1% se introduce para allanar el camino al calcu-
lo de porcentajes, pero el enfoque elegido en esta trayectoria es diferente de la
forma habitual de hacer un calculo preciso con 1%: se utiliza para calcular por-
centajes de modo aproximado. No se debe confundir con el calculo preciso me-
diante una calculadora, el cual viene mas tarde. En contraste con esto, aqui el
uso de 1% como porcentaje de referencia sigue siendo una forma de estimar. La
diferencia con la forma de estimacion que se trat6 en el parrafo anterior es que
ahora la barra misma no se utiliza para operar sobre ella, sino que se emplea
s6lo para guiar a los estudiantes en el cdlculo del porcentaje. La barra les dice,
de forma comprensible, qué calculo han de llevar a cabo para hallar la respuesta

(ver fig. 9).
i Namero NUumero | Porcentaje
maratén total de de de Describe tu estrategia
competidores | abandonos | abandonos
<16 1603
1991 1,603 91 =5% ] ‘fg’r
-80
1% ‘i'T

Figura 9. Uso de la barra como modelo de cdlculo con 1% como porcentaje de referencia.

No obstante, la barra también es pertinente para lo inverso, porque también
ayuda a comprender los resultados de los célculos, lo que puede ser importante
para entender la relacion entre porcentajes y nameros decimales. Esto es rele-
vante cuando se trabaja con porcentajes como operadores.

Un primer paso hacia la siguiente etapa en el aprendizaje del porcentaje se
da en la unidad de 6° grado (Diario de fracciones),* donde los estudiantes apren-
den a convertir situaciones de tantos-de-tantos “directamente” en un porcentaje.
En vez de dividir la parte entre 1% del ntmero total, ahora se divide la parte
directamente entre el ntimero total. Esta Gltima estrategia da evidentemente un
resultado diferente del primero, pero no afecta la razén entre la parte y el todo,
como los estudiantes lo han experimentado en su trabajo con la tabla de razones,
que desempefia un papel medular en esta unidad de ensenanza. Como resul-
tado de su trabajo con la tabla de razones, los alumnos aprenden poco a poco

* La version preliminar de esta unidad se llamé Travail Times.
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avail Times a 600 personas

121 + 600 = 0.20166666 = 0.20

Figura 10. Situacion de tantos-de-tantos convertida en (un) porcentaje mediante un decimal.

a interpretar la razén de forma flexible; pueden trabajar hacia una situacién
de tantos-de-cien y descubrir que también es posible sustituir esta situaciéon de
tantos-de-cien por una de tantos-de-mil, tantos-de-diez o tanto-de-uno. Las ex-
periencias de este tipo, a su vez, ayudan a interpretar la respuesta decimal de
la divisioén, donde se divide la parte directamente entre el niumero total, cuya
respuesta es sinébnimo de una expresion de tantos de diez, cien, mil, etc., y que
se puede representar sobre una barra. Segun el grado de exactitud que se nece-
site, cualquier barra es apropiada para esto, pero en el caso de expresar la razén
como un porcentaje, la barra de 100 segmentos es la mas idénea, como se hace,
por ejemplo, en el problema sobre los resultados de una eleccion (ver fig. 10).

El porcentaje de votos que Jiménez obtuvo en la eleccién se halla dividiendo
sunumero de votos entre el naimero total de encuestados. El decimal que aparece
en la pantalla de la calculadora indica cudntos segmentos, de los cien, tienen
que ser coloreados. Al mismo tiempo, atin es posible hacer una estimacién: 121
de 600 es aproximadamente un quinto del total, o alrededor de 20%.

Mas adelante, en la unidad Mds o menos, se plantean a los estudiantes situa-
ciones de cambio. Ellos aprenden entonces a expresar -tanto de forma aditiva
(+25% 0 -25%) como multiplicativa (x1.25 o x0.75)- situaciones nuevas como un
porcentaje de las antiguas. Esta parte de la trayectoria comienza con una situa-
cién de reduccién de precios. El ejemplo que se muestra en la figura 11 trata de
un supermercado que introdujo nuevas etiquetas de precio. Se pide a los estu-
diantes que verifiquen el precio de venta haciendo una sola multiplicacién en
su calculadora.

Después de esta breve introducciéon relacionada con precios, se exploran més
a fondo los porcentajes como operadores en el capitulo final de la unidad Mds o
menos. El capitulo inicia con el contexto de una fotocopiadora capaz de reducir y
ampliar. La opcién méxima de reduccion de la copiadora es de 80%. Entre otras
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Figura 11. Comprobar el precio de venta mediante una multiplicacion.

x0.8x0.8

original = reducciéon

Figura 12. Uso de una tira elastica para hallar el resultado de una doble
reduccion de 80%.

cosas, se plantea a los estudiantes una situacién en la que una reducciéon de
80% no es suficiente, y se necesitan varias reducciones de 80%. Conectado con
el calculo del efecto de una doble reduccién en las dimensiones de una imagen,
se utiliza una tira elastica® para hacer una estimacién del resultado de la doble
reduccion (ver fig. 12).

5 Esta tira elastica fue idea de Abels (1991).
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Ano Capital . S

0 A cantidad original

1 |

2 .

3 =

4 ==

5 =

6 =

7 =

8 ==

9 L

10 —

] : I ’ I L I .

0 100 200 300 400

al cabo de 3 anos: $ 250 x 1.06 x 1.06 x 1.06 = $250 x 1.19 =

Figura 13. Grifica de barras que muestra como aumenta el dinero en una cuenta de
ahorros con interés.

Mas adelante, se tratan aumentos exponenciales -aunque no se hace refe-
rencia a ellos como tales ante los estudiantes- en el contexto de una cuenta de
ahorros con interés. También en este caso la barra permite visualizar cémo fun-
ciona esto y qué calculo debe hacerse para hallar la cantidad total de dinero al
cabo de un afio, dos afios, tres afios, etcétera (ver fig. 13).

La barra como un modelo mental

Como se muestra en el ejemplo anterior, la barra también puede ser ttil para en-
tender situaciones complejas. Lo mismo se aplica a situaciones que demandan
un razonamiento inverso, como en el caso del problema siguiente. Aqui se da el
precio de venta y el porcentaje de descuento, y los estudiantes deben averiguar
el precio original (ver fig. 14).

En el trabajo de un estudiante que se muestra en la figura 14, en vez de la
barra se utiliza una simple linea numérica doble para apoyar el razonamiento
inverso. Esto confirma de cierto modo el cambio natural de una versiéon del
modelo a otra. Algo crucial respecto a ambas versiones es que ayudan a los
estudiantes a entender que el precio de venta es igual a 75% del precio original,
y que deben dividir el precio de venta entre 3 y en seguida multiplicarlo por 4.

Sin embargo, en un nivel mas elevado, se puede hallar el precio original me-
diante una divisién en un solo paso, dividiendo el precio de venta entre tres
cuartos o entre setenta y cinco centésimos, que es lo opuesto de hallar el precio
de venta cuando se ha dado el precio original y el porcentaje de descuento (ver
fig. 15). De hecho, esta tltima solucion es un ejemplo de matematizacion verti-
cal. Se basa en un atajo dentro del sistema matematico.
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9 - a ;Cudl era el precio normal?
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Muestra como lo calculaste.
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Figura 14. La linea numérica doble como soporte para el razonamiento inverso.

x 0.75

precio original » precio de venta

+0.75

precio original - precio de venta

Figura 15. Hallar el precio original como la inversa de hallar el precio de venta.

Para concluir: una reflexion sobre el uso didactico de modelos

Las instantaneas precedentes de una trayectoria de ensefianza-aprendizaje so-
bre porcentaje ilustran la manera en que dentro de la Emr se utilizan modelos
como herramientas diddcticas para ensefiar matematicas. La perspectiva didac-
tica adoptada en este articulo supone que el centro de atencién no estuvo en
la modelizacién como meta de la educacién matematica, si bien se trata, por
supuesto, de una caracteristica importante de la EMR que, al mismo tiempo, ca-
racteriza el pensamiento reciente sobre la educacién matematica. Un buen ejem-
plo de esto ultimo es el trabajo de Lesh y Doerr (2000). La modelizacién, en su
interpretacion, se relaciona con el proceso de desarrollo de modelos, gracias al
cual los estudiantes comprenden una situacién problema rica y significativa,
describiéndola y analizdndola con medios cada vez mds avanzados, y pasando
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por una serie de ciclos de modelizacion desarrollan finalmente un modelo efi-
caz con el cual abordar también otras situaciones problema complejas similares.
En este articulo, no obstante, la atencién no se centra en cémo enseiiar a los
estudiantes a resolver problemas construyendo modelos por matematizaciéon
progresiva, sino en como ensefiar conceptos matematicos como el nimero racio-
nal y, en particular, la comprensién del porcentaje. Aunque ambos procesos de
aprendizaje son necesarios, tienen mucho en comun y se apoyan mutuamente;
trabajar sobre la actitud de construcciéon de modelos de los estudiantes no sera
suficiente para ensefarles porcentaje.

Este articulo se centra mds bien en como pueden aprender el porcentaje y
en como los modelos se usan didacticamente para llevar a cabo este proceso de
aprendizaje.

En términos mas precisos, no son los modelos en si los que hacen posible el
crecimiento de la comprensién matemadtica, sino las actividades de modelizaciéon
de los estudiantes. Dentro de la EMR no se entrega a los estudiantes modelos ya
hechos que plasman determinados conceptos matematicos, sino que se les plan-
tean problemas en contexto presentados de modo tal que susciten actividades
de modelizacion, las que a su vez dan lugar al surgimiento de modelos. Por
otra parte, la perspectiva longitudinal de la trayectoria de porcentaje demuestra
claramente que el modelo que surge en este caso, el modelo de barra, se de-
sarrolla mas y mas a lo largo de la trayectoria. Las actividades iniciales de mo-
delizacion, ejecutadas sobre problemas en contexto vinculados con la realidad de
los estudiantes, consiguen que estos altimos lleguen a realidades nuevas las
que, a su vez, vuelven a ser objeto de nuevas actividades de modelizacién. Este
cambio da como resultado que el modelo de barra manifieste su funcién de
distintas formas en puntos diferentes de la trayectoria: de una imagen de una
situacion de tantos-de-tantos hasta un medidor de ocupacién y a una linea nu-
mérica doble. De hecho, las actividades de modelizacién no producen un mo-
delo tinico, sino una cadena de modelos. Evocadas por una serie de problemas
que se presentan en un ambiente de aprendizaje que estimula la reflexion y la
interaccién en el aula, siguen apareciendo nuevas manifestaciones del modelo
que dan acceso a nuevas perspectivas, nuevas posibilidades de resolucién de
problemas y niveles mas altos de comprension, y que, al mismo tiempo, abar-
can manifestaciones previas del modelo. Todo esto implica que el modelo ofrece
a los estudiantes oportunidades de progreso, sin obstruir el camino de vuelta a
las fuentes en las que se cimienta la comprension. Lo anterior significa también
que el modelo de barra funciona en diferentes niveles de comprension, y que
puede seguir el ritmo del proceso de aprendizaje de largo plazo por el que los
estudiantes han de pasar. Es esta cualidad de perdurabilidad en particular lo
que hace tan poderoso al modelo de barra. Su carécter flexible y general expone
las diversas apariencias de los numeros racionales y sus relaciones mutuas;
en consecuencia, los estudiantes dominaran mejor el concepto subyacente de
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contexto
dominio
. . funcién
nivel de comprensién T I nivel de comprensién
relacionado con >

general / formal

contexto informal
—_— — m —
para para para

y asi sucesivamente

Figura 16. Niveles de comprensién y cambios de “modelo de” a “modelo para”.

ntmero racional, lo que a su vez se combina con la aplicacién del modelo en un
nivel cada vez mas alto: de representar una situacién de parte-todo, a estimar
y calcular localmente, y al razonamiento matematico basado en comprensiones
logradas en cuanto a relaciones de nimeros (racionales).

Asi como no se trata de un modelo de barra, sino de una cadena de modelos
que juntos forman el modelo conceptual que incorpora los aspectos importantes
del concepto de ntiimero racional, tampoco se trata inicamente de un cambio de
modelo de a modelo para. De hecho, hay una serie de cambios locales continuos, lo
cual implica que un modelo, que en un nivel conectado al contexto simbolizaba
una solucién informal, al final se transforma en un modelo para soluciones for-
males en un nivel méas general (ver fig. 16).

Un cambio local de este tipo ocurre, por ejemplo, cuando los estudiantes se
dan cuenta de que la forma de simbolizar la ocupacién del teatro sirve también
para expresar que 25% de las flores son rojas. Este cambio de contexto suele ser
el primer paso que confiere al modelo un caracter mas general. Otro cambio lo-
cal tiene que ver con un cambio de (sub)dominios, el cual abre la relacién entre
diferentes (sub)dominios. Esta transicién exige que los estudiantes comprendan
que una misma barra se puede utilizar para porcentajes y también para frac-
ciones. Aunque la relacién entre estos niimeros racionales basados en fracciones
y porcentajes muy conocidos es un importante pilar del programa, este cambio
se produce s6lo cuando los nifios comienzan a utilizarla conscientemente. Otro
cambio local mas ocurre cuando los diferentes modos en que puede funcionar
el modelo se relacionan unos con otros y los estudiantes son capaces de usarlo:
lo que al principio era s6lo para representar, mas tarde se utiliza para estimar
un porcentaje, o para calcular a la inversa el precio original a partir del nuevo
precio rebajado. A la larga, este cambio de funcién conduce a que los alumnos
hagan un uso flexible del modelo y lo manipulen. En ese punto ellos han alcan-
zado, en efecto, el nivel general y formal de comprension.

Aunque puede encontrarse cierto grado de ordenamiento en los diversos
tipos de cambios locales -los cambios de contexto, por ejemplo, suelen ocurrir
primero-, éstos no deben considerarse secuenciales. Dentro del proceso de
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aprendizaje los diferentes cambios locales estan estrechamente vinculados. En
conjunto, forman los bloques que sirven de base para alcanzar el nivel mas alto
de comprension.

Al repasar las etapas de la trayectoria que se muestran en este articulo, pa-
rece que hemos hallado una buena estrategia para ensefiar porcentaje a los
estudiantes. Esto adicionalmente se confirm¢ en las clases de ensayo mediante
la experiencia, de que las perspectivas de los disefiadores, los profesores y los
estudiantes parecieron coincidir casi siempre. Los docentes se identificaron sin
dificultad con la trayectoria propuesta. Fue reconocible para ellos antes de que
la hubiesen llevado a la practica por su cuenta. Esta capacidad inherente para
convencer ya es reveladora en si. AGin mds importante, sin embargo, es la ex-
periencia de que los estudiantes llegaron a soluciones que se asemejaban a las
pronosticadas en la trayectoria. Esta experiencia proporcioné verdaderamente
la sensacion de ser capaces de lograr lo que Streefland (1985b, p. 285) llamo:
“prever dénde y como puede uno anticipar lo que apenas comienza a ser visible
a la distancia”.

Sin embargo, estas experiencias no deben llevar a la conclusién de que esta
trayectoria basada en el modelo de barra es la respuesta dltima a la pregunta
de cuél es la mejor forma de que los estudiantes aprendan porcentaje. Es s6lo
una respuesta. La trayectoria representada en este articulo, por consiguiente, no
debe considerarse una receta fija, ni un embudo en el cual los alumnos tienen
muy pocas opciones de escape para buscar otra forma de alcanzar ciertas com-
prensiones, sino como un modelo para ensefiar y aprender porcentaje, en el que
el uso didactico de modelos desempeiia un papel fundamental. ¢
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