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Disculpa y explicacion

Asi comienza el autor su obra, explicando que “esto no es ni un prefacio ni
una introduccion sino mas bien una disculpa y una advertencia: el presente
libro no agrega mas que a si mismo a la obra que ya he publicado”. Y su
disculpa es por este hecho: por haber renunciado a la originalidad.

Con la sinceridad y claridad que lo caracterizara, sigue explicando que trato
de hacer una recopilacion de su gira por China, una “nueva visita o revision”
de su postura y reflexion sobre la Educacion Matematica.

Intentamos a través de esta traduccion, ofrecer un capitulo de su ultimo texto
original. Pedimos disculpas desde ya por todas las imperfecciones, ya que el
inglés de Freudenthal, como acota Alan Bishop en la introduccion, es
“Freudenthal-English” y a veces no es facil de traducir. Pero lo que en todo
momento se tratd de mantener es el espiritu del maestro, su trato directo y
sin tapujos, su conviccion sin soberbia, su humildad de sabio, su humanidad
y amor puesto en pos de la educacion matematica de los nifios, jovenes y de
todos aquellos que poseen el derecho de acceder a ella.

Esperamos haber podido lograr que la traduccion opere como una especie de
‘puente” que acerque al lector al creador de la Educaciéon Matematica
Realista.

Diana Rosenberg (GPDM)

Traduccion realizada por A. Rosenberg en 2009 y revisada por Ma. Inés Brumana y A.
Bressan para uso interno del Grupo Patagoénico de Didactica de la Matematica. Bariloche.
2012.



Capitulo 1

Matematica fenomenologicamente
1.1. ¢ Qué es Matematicas?
1.1.1 Seguro y cierto

¢ Qué es matematicas? Una pregunta espinosa. jNo lo busque en el
diccionario! Siempre que lo hice la respuesta fue erronea.

“‘Matematicas” aparece en plural al igual que todavia es en francés “les
mathematiques”. En efecto, hace mucho tiempo atras significaba un plural:
las cuatro artes (las liberales que valia la pena que cultivaran los hombres
libres). Matematicas era el quadrivium, la suma de aritmética, geometria,
astronomia y musica, mucho mas estimadas que las (mas triviales) del
trivium: gramatica, retorica y dialéctica. Recién cuando este plural ya no fue
entendido como tal, su “s” final fue usurpada por ciencias como fisica y
economia, que histéricamente no la merecian.

Inspeccionando mas de cerca pareceria que he contestado la pregunta “qué
eran las matematicas”, a saber, en la era greco romana, en la edad media e
inclusive algo después.

En la medida en que me son familiares las lenguas, puedo afirmar que el
holandés es la unica lengua en la cual el término matematicas no es ni
derivado ni se asemeja al internacionalmente aceptado de Matematica. El
término holandés fue virtualmente acufado por Simon Stevin (1548-1620),
Wiskunde, la ciencia de lo que es cierto. Wis en zeker, seguro y cierto, es
todo aquello que no admite duda alguna, y kunde, quiere decir conocimiento,
ciencia, teoria. En efecto, desde la época de Stevin y aun antes, los
matematicos se han comportado como si esto fuera la definicién correcta de
matematica, pero como parecia ser una pretensién mas que una definicion no
pudo caer en gracia a los ojos de los autores de diccionarios.

Aun cuando pareceria ser pretensioso, fue una afortunada eleccidon de Stevin
denominar a una ciencia (y bastantes otras) por lo que entendi6 como su
propiedad mas caracteristica, antes que por su contenido. La propiedad mas
caracteristica de la matematica era la certeza, o por lo menos eso creia él.
Pero, ¢cuan cierta es la “certeza”? ;No es, en realidad, el sentido comun la
certeza primera, la mas cercana, y no hay algo tan alejado del sentido comun
como la matematica? El sentido comun da las cosas por sentado, por
razones buenas o malas. La matematica pide buenas razones, como lo hace
cualquier ciencia, quizas hasta mejores que cualquier otra. La necesidad de
certeza en la ciencia no es satisfecha dando las cosas por sentado, la certeza
debe buscarse y, en la matematica, esto se hace mediante una actividad
mental muy peculiar. Es esa actividad mental, mas que el contenido de la
materia, lo que caracteriza a la matematica como el campo en el cual esta
actividad puede ser ejercida mas adecuadamente y con mayor eficacia.
Debemos recordar esto para tratarlo mas especificamente a su debido
tiempo: esto es, el método matematico como actividad mental que, por
alguna misteriosa razén, crea certeza y lo hace, aparentemente, sin
parangon.



¢ La matematica como el campo del mas adecuado y eficaz uso del método
matematico? Entonces hay campos fuera de la matematica en los cuales el
método matematico se aplica, quizas menos adecuada y eficazmente. ;0 es
que realmente estos campos no estan fuera de la matematica? ; Hasta donde
se extiende el campo la matematica? jVolvamos a Stevin! De hecho él no uso
la palabra wiskunde sino wisconst, o como lo escribiriamos hoy en dia,
wiskunst. Kunde significa ciencia mientras que kunst significa arte. En
nuestras escuelas de medicina se ensefia “geneeskunde”, la ciencia de curar,
mientras que la practica médica es “geneeskunst”, el arte de curar. Como
dador de nombres a dominios de investigacion, Stevin prefirio el sustantivo
kunst al de kunde, arte al de ciencia. “Arte” en “Arte y Ciencias” suena
diferente de “arte” en “Arte y Oficios” ;Con qué segundo sustantivo combino
Stevin “arte”? Stevin era ingeniero, pero estoy seguro que él lo entendi6 de
ambas maneras, como lo hicieran muchos, tanto antes como después de él.
La matematica como un arte, un arte mental, sin duda, que para mucha gente
estara mas cerca de los “oficios” que de las ciencias, una herramienta mas
bien que un objetivo en si misma, mas importante porque funciona mas que
porque es cierta. Pero, s por qué funciona?, ¢porque es cierta? A pesar de
que mucha gente confia en la matematica mas de lo que ella merece, resulta
util solamente si es correctamente aplicada. ;Pero que es correcto o
erroneo? ;Hay alguna manera de verificarlo? Y, si la hubiere, ¢no seria tal
verificacion una vez mas matematica? Y si lo fuera, sen qué medida? Una
vez que uno admitio que la matematica es un arte, no se puede eludir la
responsabilidad de juzgar si, en casos particulares, estda siendo usada
apropiadamente o0 mas bien abusada; mientras se intenta decidir, uno se
comporta una vez mas como matematico. Tratemos de ilustrar esto con un
ejemplo historico bien conocido: a pesar de sus precursores, la probabilidad
comenzo con la discusidn de dos problemas. El segundo era el probléme des
partis. Permitanme presentarlo en una version simplificada: dos personas A 'y
B se pusieron de acuerdo en una serie de juegos (con igual probabilidad de
ganar para cada uno): el primero en ganar cinco puntos va a llevarse todas
las apuestas. Sin embargo, la serie debe ser interrumpida cuando el
resultado es A: 4 B: 3 ;Como se dividen las apuestas? Las personas no
coincidian. Algunos decian: la razén era 4:3; otros decian (5-3):(5-4).
Efectivamente, hay algo para decir a favor de cada una de estas
perspectivas. Pero, ¢qué dice la matematica? O mejor dicho, ¢qué dijo el
matematico Pascal cuando se le pidid su opinién? Hoy en dia diriamos:
iSubastemos el estado de cosas! ;Cuanto pagarian A’ y B’ para continuar?
Si B igualara los tantos, las apuestas deberian dividirse cincuenta-cincuenta
pero la probabilidad de que lo hiciera es, de hecho, del 50%. Por lo tanto, él
puede reclamar solamente un cuarto de las apuestas. Y asi la justa razon del
reparto es 3:1.

jHe aqui el matematico llamado a decidir sobre la correcta o errbnea manera
de aplicar el arte de la aritmética! En efecto, no era de ninguna manera obvio
al principio que la decision, mas que ser una cuestion de opinidén o de gusto o
de sopesar pros y contras, fuera otra vez una de aritmética, es decir de
matematica. Y se necesitaba con urgencia un matematico para descubrir esta
perspectiva.

Como herramienta util, la matematica ha conquistado una rica variedad de
areas de rapida expansion de la ciencia y de la sociedad; y, como



herramienta, se ha mostrado indispensable para una multitud de personas,
gue usan la matematica porque les resulta imprescindible.

Pero nuevamente: j cuan segura y cierta es esta matematica?

El Voyager 2 llegé un segundo tarde a su encuentro con Neptuno- luego de
haber viajado por 12 afos, es verdad. Asi de segura y cierta es la
matematica. ;O lo es realmente? Los astronomos cuentan en millones de
afnos y, en la escala de millones de afos, un segundo seria un dia.- al menos
si se admite la proporcionalidad. Pero ¢ segura y cierta? Cuando predijeron el
momento de la aproximacion mas cercana, agregaron algunos -+ o — para dar
cuenta del “error medio”. “La matematica conoce solamente numeros
precisos” una vez escuché a un purista afirmar. “4 Y qué pasa entonces con el
calculo de error?” le pregunté. “Eso es fisica, geodesia, astronomia” replico
él; “inventadas, efectivamente, por matematicos involucrados con la
matematica “fuera” de la matematica”. Juzgar cuan segura y cierta alguna
matematica aplicada pueda ser es nuevamente matematica, matematica
formal en calculo de error; como tal es segura y cierta siempre y cuando sea
correctamente usada, esto quiere decir, con comprensién y no como receta,
que es lo que lamentablemente ocurre mas frecuencia en su version
educativa. Hoy en dia la teoria del error, tal como es aceptada, ya no alcanza
para juzgar cuan segura y cierta es la matematica “fuera” de la matematica.
¢Qué podemos decir de los numerosos “modelos matematicos? La
matematica es segura y cierta hasta el grado en que uno se enfrenta con la
pregunta cuan segura y cierta es. Pero no nos olvidemos de la matematica
como un fin en si misma, que atrajo adeptos tan tempranamente como en la
antigiedad babilonica, y que histéricamente ha mostrado ser indispensable
como un motor potente para su propio desarrollo a largo plazo. Es un
importante aspecto, pero de menor importancia para nosotros aqui, ya que
nuestro sujeto de la educacion matematica abarca un grupo mucho mas
grande que sélo el de futuros profesionales, de los cuales una vez mas una
pequefia minoria elige la matematica como un fin en si misma.

Aun cuando la certeza “interna” de la matematica es dada por sentado, resta
algo por decir sobre su certeza “externa”. La respuesta a esto esta
predisefiada: depende del comportamiento matematico de quien se arriesga -
un punto a seguir discutiendo. De todos modos, Simon Stevin puede haber
tenido buenas razones para caracterizar a la matematica como lo que es
seguro y cierto, y sus predecesores y sucesores tuvieron que comportarse de
acuerdo con esta afirmacién, aun cuando dejaron de reflexionar sobre ello.
Pero, ¢qué pasa con la gran mayoria? ;Somos demasiado audaces al
suponer que aun para el hombre de la calle la certeza es el rasgo mas
distintivo de la matematica, mucho mas alla de los limites de su habilidad
para manejarla? Si esta suposicion es correcta, uno puede preguntarse como
se llegd a esa confianza en la certeza de la matematica. La respuesta esta
determinada por la manera y el grado con los que la gente ha conocido la
matematica.

A mucha gente se le enseid la matematica como un conjunto de reglas de
procesamiento o como las llamamos en matematica de algoritmos -una
experiencia agradable si ellos han aprendido a manejarlas y una
desagradable si han fallado. Una razén por la cual los docentes la ensefian
de esta manera es la tradicién: es la manera en que la aprendieron, mientras



que han olvidado que no fue la manera en la que realmente entendieron la
matematica si es que alguna vez lo hicieron. La otra razén es la estructura de
la matematica que, a diferencia de cualquier otra ciencia, puede ser montada
sobre reglas y algoritmos. Es un hecho sorprendente que esas reglas nunca
fallen o -si fallan- entonces es el usuario quien se siente culpable, busca
errores propios y los trata de reparar. Pero, ¢a quién le resulta sorprendente
este hecho? ;O es simplemente una creencia infundada -subjetivamente
infundada? Permitanme cerrar esta subseccidn contando una pequeha
historia:

Una mujer de 75 afos, cuya ayuda es regularmente requerida por chicos y
estudiantes sumergidos en sus deberes, conocio - quizas por primera vez en
su vida - a un matematico profesional, justo cuando habia ensefiado a un
estudiante de College el algoritmo (euclidiano) para encontrar el maximo
comun divisor de dos numeros enteros. Pregunté al matematico por qué esto
funciona o mas bien, si es que habia alguna razén del porqué. El matematico
le ayud6é a contestar la pregunta por si misma. Quizas valga la pena
mencionar como lo hizo. Dio una simple pista: si a y b son dos numeros
enteros y a>b (en realidad eligi6 un par de dichos numeros), compare el
maximo comun divisor de ay b con el de ay a-b.

La siguiente vez le plante6 otra pregunta: fue sobre un algoritmo anticuado
para encontrar la raiz cuadrada, en el cual habia creido toda su vida. Ahora el
matematico se nego y en su lugar le ensefi¢ un algoritmo mucho mas eficaz,
al que aceptdé comprehensivamente.

Otra vez le preguntd por qué bajo la adicidn, sustraccion y multiplicacion de
dos numeros la suma de los digitos se comportaba en corrrespondencia con
los numeros originales -un fenomeno que fue facilmente explicado.

Nunca le pregunt6 al matematico por qué, haciendo aritmética, la operacion
inversa es la "prueba la suma”, por qué los algoritmos de varias operaciones
aritméticas funcionan, por qué las operaciones son conmutativas, por qué la
factorizacién de primos es unica. ¢Por qué tenia dudas de ciertas reglas (si
es que las tuvo) y aceptd otras? Mas adelante trataremos de contestar esta
pregunta.

1.1.2. La matematica como sentido comun

Antes pregunté si el sentido comun no es en realidad la certeza primordial, la
mas abundante y confiable fuente de certeza. En cierto sentido lo es, a pesar
de que desde tiempos lejanos, los filésofos y exploradores nos han advertido
contra el sentido comun, que es facilmente enganado por la sabia Naturaleza.
El hierro es mas frio que la madera -esto es sentido comun, al menos en la
medida en que uno usa el termémetro del sentido comun de sus propios
dedos. Desgraciadamente algunas veces esta afirmacion deja de ser
verdadera: por ejemplo, cuando se lo expone al resplandeciente sol, al hierro
se lo siente mas caliente que a la madera. “La conduccioén del calor’ nos
ayuda a salir de este dilema. Este es un sentido “no comun”, aunque si
comun para los fisicos y para la gente que aprendio y no olvido las lecciones
de fisica. La debilidad de las lecciones escolares es que se olvidan y las de
fisica no son una excepcion a esta regla. Cuando esto ocurre, es buena
suerte si la materia aprendida no vali6é la pena recordarla y mala suerte si



hubiera valido la pena. A su debido tiempo reconsideraremos y discutiremos
la pobre permeabilidad de la membrana que separa la experiencia escolar y
aulica de la experiencia de vida y vamos a buscar medidas para mejorarla.

Mi ejemplo confrontd el sentido “no comun” de los fisicos con el sentido
comun de la gente comun. Pero, ¢es realmente tan sencillo? Si algo es de
sentido comun, eso es visto por como es verbalizado en la lengua comun. De
acuerdo con el sentido comun el sol sale y se pone. Por el principio de
autoridad ha sido aceptado que esta afirmacion es corregida, si es necesario,
por el adverbio “aparentemente”. Lo que es mas, los argumentos que dan
sustancia a por qué la realidad es diferente, son aceptados por el principio de
autoridad, como resulta aparente desde la manera casi verbal en la cual son
repetidos. Me pregunto cuantas personas estarian en condiciones de decir
qué fendmenos y argumentos en este caso particular llevé a los astronomos
a distinguir entre apariencia y realidad. Pero muchas distinciones entre
apariencias y realidades también se han movido al estado de sentido comun
y son verbalizadas en lenguaje comun, aun en el lenguaje cotidiano. Sin
embargo, la salida y la puesta del sol ocurre en este contexto de apariencias
y realidad solamente en la medida en que nos referimos a la astronomia e
inclusive los astrbnomos no son astronomos todo el tiempo.

De acuerdo con el sentido comun la tierra era plana. Esta afirmacién basada
en el sentido comun difiere esencialmente de la precedente porque en (lo que
los matematicos llaman) una primera aproximacion la tierra efectivamente es
localmente plana y nos permite aun hoy comportarnos como si asi fuera. Sin
embargo, no so6lo como astrbnomos estamos comprometidos con su
redondez, sino también como viajeros, y tan tempranamente como se nos
muestran globos terraqueos y mapas. A pesar de esto, inclusive los adultos
muchas veces se preguntan sorprendidos por qué el sol esta mas caliente al
mediodia que a la mafana y por la tarde cuando esta “mas cerca de la tierra”.
Sin embargo, este conflicto del sentido comun no es mas que un ejemplo de
bajo nivel de un comportamiento que no es inusual aun en niveles de mayor
cognicion; de hecho, es un ejemplo, y uno que llama la atencién, de la
aplicacion de modelos simplistas en vez de aquellos rapidamente disponibles
y sofisticados. Si la cosas no han cambiado mientras tanto, el principio
didactico en fisica y quimica es pelear contra el sentido comun,
exorcizandolo: las ideas del sentido comun obstruyen la cientificas. Los
investigadores se preguntan por qué la gente- aun aquellos que han recibido
instruccion en fisica en la escuela- siguen adhiriendo a las ideas del sentido
comun, que deberia haber sido expelido hace ya mucho. Tomemos el
siguiente ejemplo:

Una y otra vez, a los estudiantes se les presentan pruebas del siguiente
tipo: un ciclista, dos flechas opuestas en el piso, y la pregunta de si la
fuerza hacia adelante es mayor que la que va hacia atras (la de friccion).
O el recorrido parabdlico de una pelota tirada para arriba y la pregunta de
en qué punto experimenta la fuerza maxima. Los investigadores buscan
una y otra vez explicaciones del por qué mucha gente reprueba estos
examenes. Olvidan que muy frecuentemente la fuerza esta asociada con
velocidad (mas que con la aceleracion). Descartes y Leibniz
matematizaron la fuerza como una funcién de la rapidez (a pesar de que
no estaban de acuerdo respecto del tipo de funcion) e inclusive en el siglo
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pasado la conservacion de la fuerza significaba conservacion de la
energia. Aun hoy en dia (y aun en el lenguaje técnico) la definicion de
Newton de fuerza no ha sido desplazada para nada por otros usos. A
pesar de que el fisico en la calesita siente la fuerza centrifuga, el fisico
afuera la llama aparente. ;No seria sabio reconocer este hecho en la
ensefanza y tratar de manera comparativa con varios conceptos de
fuerza y apreciarlos de acuerdo con sus méritos?

Por lo general, entiendo que en la ensefanza seria mas recomendable
comenzar con ideas de sentido comun antes que rechazarlas como si fueran
desactualizadas y optar por suprimirlas. Esta conviccion es apoyada en todo
caso por el hecho del desarrollo mas o menos espontaneo de la matematica.
En la matematica anclada en el sentido comun el ejemplo mas sorprendente
es, sin duda, el numero entero. (La Semejanza es otro ejemplo, aunque
superficialmente menos sorprendente). Los nifios adquieren el numero en el
fluo de actividades fisicas y mentales, y esto hace dificil para los
investigadores encontrar como ocurre esto en detalle. La adquisicion del
numero es fuertemente apoyada (si no hecha posible) por los
correspondientes numerales en la lengua hablada, cuya adquisicion puede
ser mas facilmente seguida por una investigacion observacional. A medida
que el nino adquiere los medios estructurales sintacticos para construir
nuevas oraciones, lo mismo ocurre con los medios estructurales morfolégicos
para construir numerales hablados, lejos de la necesidad y muy lejos de la
apropiacion fisica y (al menos inicialmente) mental del numero. Siguiendo en
esta secuencia estd la primera expresiéon verbalizada de la mente
matematica, un rasgo sorprendente que puede dificilmente ser
sobreestimado, a pesar de que no ha llamado mucho la atencién, debido a
que es simplemente un hecho y es experimentado como sentido comun, que
no debe ser cuestionado. La morfologia de los numerales hablados (verbales)
es, lo que es mas, el primer algoritmo de caracter matematico que el chico
adquiere: un algoritmo basado en el sentido comun adquirido por medio del
lenguaje comun.

Mi afirmacion que los investigadores han prestado poca atencion a las
primeras y espontaneas actividades aritméticas de los nifios podria
parecer contradictorio con el titulo de la obra de Piaget (con Szeminska)
“La genése du nombre chez lénfant” (“La génesis del numero en el niio”)
(1941). La contradiccion, sin embargo, reside solo en el titulo, ya que el
trabajo en si mismo no tiene nada que ver con la génesis del numero. En
efecto, la génesis de la mente ha sido completamente estudiada por
Piaget en sus trabajos anteriores. El enfoque genético deberia ser
cuidadosamente distinguido del epistemoldgico que eligié en su trabajo
posterior. Para poner en claro qué involucraba este cambio de rumbo,
permitanme brevemente esquematizar la historia del concepto de numero
y su ensenanza.

En contraste con su geometria, la aritmética de Euclides se basa en el
numero entero del sentido comun y, hasta la mitad del siglo XIX, el
enfoque cientifico del numero siguié siendo el del sentido comun. Tan
pronto como se tienen que tratar los infinitos aritméticamente, este
enfoque basado en el sentido comun es empafiado por ser paradojal.
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Cantor saco esta imperfeccion abandonando el enfoque basado en el
sentido comun a favor de uno mas sofisticado, mas tarde extendido por
Frege-Russell en una manera aun mas refinada desde infinitos hasta el
numero natural finito y su fundamentacion.

En la epistemologia de Piaget, episteme significa un estado de
conocimiento tan avanzado como accesible a si mismo, que en el caso
del numero ocurre ser el enfoque de Frege-Russell, al menos como lo
interpreto él mismo (y en un estado posterior, el sistema de Bourbaki para
la matematica en general). Este altamente sofisticado concepto de
numero es el criterio de prueba de Piaget, su herramienta para evaluar la
comprension de los nifios del numero a diferentes edades, lejos de
situaciones de sentido comun, y usando un lenguaje artificial, ambos
creados para la evaluacion. Obviamente, ésta no es la manera para
rastrear la génesis del numero. En cambio resulté ser la fuente de tales
rarezas como la no-conservacion, nunca observadas en los
lamentablemente infrecuentes ejemplos de investigacion genética. Es
una pena que la obra monumental de Piaget todavia no haya sido
apreciada en conjunto. Yo inclusive me pregunto si se noté su cambio de
genesiologia a epistemologia. Mas tarde volveré a esta cuestion.

Permitanme agregar que las raices del numero basadas en el sentido comun
se extienden mas (o son extendidas) a la par del aprendizaje del lenguaje
que procede desde el habla, a la lectura hasta la escritura. ;No vale la pena
notar que, en el lenguaje escrito y grafico, los simbolos matematicos para
numeros naturales preceden a sus equivalentes alfabéticos, construidos
fonéticamente de los numerales hablados (“3” precede a “tres”, “100” precede
a “cien”)? De todas maneras, los simbolos matematicos de numeros
naturales estan integrados a la lengua escrita. La alfabetizacion literaria y la
numerica se superponen en esta region y aun mas alla. El principio del valor
de posicidn, a pesar de desviarse del principio de seriacion que prevalece en
el lenguaje escrito comun, participa en la integracién tal como lo hacen- en un
mayor o menor grado en varias lenguas- las operaciones basicas con
numeros naturales.

He traido estos ejemplos sorprendentes de la superposicion e integracion del
lenguaje matematico y comun como testigos de los origenes de sentido
comun de la temprana aritmética. Al arbol del conocimiento, enraizado en el
sentido comun, le ha brotado, por asi decirlo, la aritmética como una rama
por derecho propio -tanto histéricamente como en las historias individuales de
vida. En el curso de la vida el sentido comun genera habitos comunes, en
particular, en lo que se refiere a aritmética, algoritmos y patrones de acciones
y pensamientos, inicialmente apoyados por los paradigmas que a largo plazo
son suplantados por las abstracciones. Estos productos del sentido comun
adquieren a su vez el estado de comportamiento de sentido comun, mientras
los origenes del sentido comun pueden haber sido inclusive olvidados. Visto
histéricamente, ha habido estadios, o aun niveles de sentido comun, y al igual
que para el desarrollo individual: lo que es entendido por sentido comun
puede depender de la comunidad con la que se lo comparte.

¢ Es el sentido comun, entonces, algo asi como el maximo comun divisor del
conocimiento compartido por los miembros de una cierta comunidad? En
efecto, pero es un comun divisor muy grande con relativamente pocas
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divergencias mutuas, al menos en la medida en que la emocion es
chequeada por la cognicidén. En el caso de le problem des partis, las partes
peleaban por como dividir las apuestas hasta que un juez resolvid la pelea,
aunque apoyado no en la fuerza de la ley comun sino en el sentido comun.
Este era un sentido comun mas sélido que el de las partes en litigio, que fue
echado a perder por mal entendidos algoritmos semejantes a leyes. La
decision del juez cred un nuevo paradigma del sentido comun.

Mientras que los historiadores pueden rastrear el desarrollo cognitivo de la
humanidad como un desarrollo del sentido comun, es dificil intentar lo mismo
con las historias individuales, ya sea por observacion o reflexion; sin
embargo, las aplicaciones erroneas de reglas y las transferencias erréneas
de patrones pueden dar indicios. En cualquier estadio del desarrollo del
sentido comun puede ser significativo cuanto ha contribuido el propio
aprendiz a su progreso. Un extremo es aprender sin que alguien le ensefie
intencionalmente, y el otro es aprender lo que ha sido lisa y llanamente
impuesto, y como lo primero esta mas profundamente enraizado en el sentido
comun previo, puede importar en algun momento en el futuro como tuvo lugar
el desarrollo en el pasado. Importa si, por ejemplo, un algoritmo aritmético fue
adquirido como una version simplificada y mas eficaz de actividades de
sentido comun anteriores, o si el simplificar y optimizar (o inclusive el
algoritmo mismo) fueron impuestos. Seguro, algunas personas dotadas,
aprenden a aplicar hasta algoritmos impuestos adecuadamente, otros —
quizas la mayoria- fallan en identificar los nuevos procedimientos algoritmicos
con los del sentido comun de los cuales se deberian haber originado a traves
de simplificar y optimizar. Fallan porque en alguin momento del pasado se les
pidi6 dar saltos mentales que excedian sus potencialidades. A pesar de que
aprendieron perfectamente el algoritmo, van a fallar al usarlo en situaciones
de la vida real donde cuenta el sentido comun. Van a depender en su lugar
de operaciones menos eficientes de menor nivel.

Lo que sigue es un ejemplo bien conocido: hacemos un viaje de 215 km.,
¢cuanto mas tendremos que viajar luego de 88 km?

Los nifios razonan: 88 + 12 = 100, +100= 200, +15= 215. La resta no es
reconocida (o no se animan), para estos alumnos la tecla del signo menos en
la calculadora no tiene uso.

Los investigadores han sefalado esta “regresion” y se han maravillado con
ella. Rara vez, sin embargo, ha sido diagnosticado como una consecuencia
de la instruccién, ya que no pudieron concebir una instruccion alternativa a la
de la imposicion del nuevo algoritmo (que fue muchas veces adornada con
explicaciones para salvaguardar la conciencia). El nuevo algoritmo, sin
embargo, nunca tuvo la oportunidad de alcanzar el estado de sentido comun.
Con temor de aplicar un algoritmo equivocado o el correcto aplicarlo mal, el
aprendiz prefiere confiar en su lugar en lo que ha quedado de sentido comun
en su mente.

Tratemos ahora de contestar la pregunta planteada al final de la historia del
personaje algoritmico de 75 afos. El hecho de que después de mas de medio
siglo ella todavia maneje varios algoritmos lo suficientemente bien como para
ensefiarlos, la caracteriza como una persona algoritmicamente dotada. ¢Por
qué se preocupa por un tipo de regla y acepta otras dandolas por sentado?
Bueno, el sentido comun es dado por sentado. Las reglas aprendidas por
imposicion van a ser ensefiadas de la misma manera, al menos si el aprendiz
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gue se hizo docente es capaz de ensefarlas. Pero habiendo sido impuestas,
ellas nunca tuvieron una verdadera oportunidad de desarrollarse hacia un
sentido comun de orden mas alto. ¢Es un privilegio de gente vieja y sabia
dudar de lo que se parece al sentido comun o es que no se puede ensefiar
este comportamiento a los jovenes?

¢ Por qué “seguro y cierto”?, pregunté antes, y anuncié que esto podria ser
una cuestion de comportamiento. ;De sentido comun? Si, pero también -
agregaria ahora- de una tendencia a dudar del sentido comun.

Hasta ahora no he dicho nada sobre la geometria (excepto por una clausula
en paréntesis) en lo que concierne al sentido comun como la raiz de la
matematica. Pero estoy convencido de que la geometria hasta precede a la
aritmética en el desarrollo del individuo. Uno de los sintomas mas tempranos
-asi lo entiendo- es la toma de conciencia de la semejanza entre figuras, esto
es observado tan temprano que parece innato (¢,0 podria inclusive ser asi?)
La “Semejanza” es inclusive caracteristica de lo que sucede con la geometria
porque el lenguaje cotidiano no tiene una palabra para ella (éste ya fue el
caso en Grecia, los matematicos griegos tuvieron que inventar una palabra
para ella, lo que hicieron restringiendo a la geometria una palabra que en el
lenguaje cotidiano significa cualquier tipo de semejanza). También
caracteriza el desarrollo individual de la geometria hacia la matematica: hasta
los grados superiores no se les da a los alumnos un término para la
peculiaridad sorprendente de la semejanza -obviamente porque uno no se
anima a hablar de semejanza geométrica hasta que uno se siente en
condiciones de definirla formalmente. Esta parsimonia respecto del lenguaje
geomeétrico, que es mas dificil, en efecto, contrasta fuertemente con la
manera en la instruccion aritmética, en donde la secuencia de numeros es
dada al alumno servida en un plato, por asi decirlo.

La geometria es condenada a quedarse detras de la aritmética en el
desarrollo de la expresion verbal. La argumentacion geométrica es mantenida
en el nivel de “puedo verlo” y, cuando se hace un intento de ascender a un
nivel mas alto, puede ser demasiado tarde en la mayoria de los casos. El
sentido comun no logra la oportunidad de desarrollarse en mas sentido
comun -una consecuencia de falta de instruccion.

1.1.3. ¢ Por qué la Matematica es diferente?

Seamos claros sobre una cosa: Para la vision y mentalidad de la mayoria de
las personas, la matematica, a pesar de estar muy basada en el sentido
comun, es mas remota de él que cualquier otra cosa. ;Qué es lo que hizo
que se alejara tanto? §Cuanto mas profunda la raiz mas lejos la parte mas
alta? La matematica es diferente, en efecto, y vamos a reparar en este hecho
cuando vayamos al tema de la educacidn. Desde sus inicios ha sido
diferente. Es la mas antigua entre las ciencias, aun precediendo a la
astronomia en mas de 2 milenios. La matematica fue mas facilmente
inventada, ya que era simplemente una cuestion de sentido comun -
solamente mejor organizado. Y se desarroll6 de esta forma, haciéndose cada
vez mas organizada, de acuerdo con un esquema que voy a describir.

Uds. conocen que 3+2=5y el area de un rectangulo por el sentido comun...
Pero tan pronto como la naturaleza se ve involucrada, el sentido comun se
vuelve engafioso como todo el mundo sabe. Porque el sentido comun
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necesita, aun mas urgentemente que la matematica, expresarse vy
enriquecerse por transferencia de conocimiento -y aun mas urgentemente
cuanto mas lejos esté una ciencia de la matematica-, y aun donde el sentido
comun es una molestia puede persistir junto con visiones mas educadas. A
diferencia de la ley de inercia o de la teoria de la gravedad de Newton, los
elementos de la matematica han sido inventados independientemente unos
de otros en varios lugares del mundo. Mientras las ciencias sufrieron
revoluciones, la matematica evoluciono, aun durante dichas revoluciones y
bajo su influencia. § Como explicar esta diferencia, qué dinamica le facilitd a
la matematica esta aparente continuidad de desarrollo?

El sentido comun, con el fin de hacerse matematica genuina y en funcion de
progresar, tuvo que ser sistematizado y organizado. Las experiencias de
sentido comun, por asi decirlo, se unieron en reglas (tales como la de
conmutatividad de la suma); y esas reglas, por su parte, se convirtieron en
sentido comun, digamos de orden mas alto, como una base de matematica
de aun mas alto orden- una tremenda jerarquia, construida gracias a un
importante interjuego de fuerzas.

Yo he subrayado antes, y lo vuelvo a hacer, que nuestra primera matematica
verbalizada -la del numero- se distingue de cualquier otro conocimiento
verbalizado por el hecho de que su mera forma, desprendida de sus
contenidos, prefigura (sino irradia) su forma madura y sus contenidos. Su
tremenda estructura- estrictamente regular luego de un corto comienzo
arcaico- no tiene rivales en ningun otro fendmeno linguistico, y respecto de
esto el fendmeno es interlinguistico en la medida en que las lenguas han sido
creadas con la necesidad del numero. Por la misma razon, el numero es aun
mas sentido comun que cualquier otra idea humana. Lo que es mas, el hecho
mismo es sentido comun a tal punto que es dificilmente notado y raramente
hecho explicito, a pesar de haber influenciado enormemente el pensamiento
matematico al igual que el pensar ‘sobre’ la matematica. El isomorfismo
formal entre el objeto mental “numero” y su expresion numeral, que parece
como su identidad sustancial, ha sido la fuente del pensamiento sobre las
relaciones entre la matematica y el lenguaje, de identificar el lenguaje
matematico con el lenguaje de la matematica, y de visualizar a la matematica
como un mero lenguaje.

Dicho correctamente, no ha sido tan simple como eso: lo que es considerado
ser verdadera matematica comenz6 empobreciendo esa estructura primordial
del numero entero, privandolo del chaleco de fuerza posicional (la caida
primordial por asi decirlo) mediante la cual la matematica escapd y crecio por
encima del lenguaje comun. Fue el error historico de la Nueva Matematica no
notar lo profundo de dicha caida, que finalmente se transformo6 en un salto,
desde el numeral posicionalmente estructurado hacia el mas abstracto libre
numero entero. El numero es el primer dominio en que el simbolismo
adquiere una realidad por si mismo, una realidad aparentemente
independiente de su creador, quien, a su vez, trata de reorganizar su
creacion y por medio de él su entorno. Pero aun esa organizacion podria
parecer haber existido desde siempre, por lo menos siempre que nuestra
vision se restrinja al numero entero, que Kronecker creydé que habia sido
creado por Dios, solamente para ser arruinado por los esfuerzos humanos
para trascenderlo. Estructurar, ya sea aplicada a productos o a procesos,
significa enfatizar la forma. La primera estructura no trivial como tal, es decir,
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el numero entero como producto del proceso de conteo, engendra un rico
proceso y un producto contenido que, organizado por nuevas estructuras,
engendra a su vez nuevos contenidos - un proceso ciclico sin fin.

A través de reflexionar sobre su propia actividad el hombre descubre
paradigmas, que son abstraidos en patrones de accion mental y hechos
conscientes como esquemas mediante los cuales el pensamiento es
organizado - gracias a nuevo progreso -, esquemas adaptables, que permiten
variedades de uso, asi como, con el mismo derecho, esquemas rigidos de
propdsitos unicos que, gracias a su rigidez, pueden llevar una vida propia, y
son llamados algoritmos. Estas formas, a su vez, pueden transformarse en el
tema a tratar, un nucleo, por asi decirlo, de los contenidos de mas alto orden
- nuevamente un proceso repetitivo, un interjuego de forma y contenido, que
caracteriza al pensamiento matematico. Este interjuego incluye la expresion
linguistica por medio de la cual la matematica es comunicada como producto
y como proceso. Nuevos contenidos y formas requieren de una nueva
terminologia que, en funcion de ser eficaz, tiene que ser optimizada, tanto
simbolica como notacionalmente. Los simbolos y notaciones, en el curso de
la reflexion nuevamente se transforman en materia central manejada como
tal.

El contenido es el resultado del descubrimiento primordial, asi como la forma
lo es de la organizacién, a pesar de que por supuesto, la organizacion es
también materia de descubrimiento aunque secundario.

Histéricamente, los descubridores incesantemente cambiaron sus tareas. En
efecto, cada descubridor se comporta como un organizador tan pronto como
se propone difundir sus descubrimientos, a pesar de no ser éste un rasgo
especifico de la matematica. En la matematica, sin embargo, organizar y
reorganizar es una tarea continua, y las formas de organizacidn recién
adquiridas pueden transformarse en contenido en el sentido de tema a tratar
como tal. En lo que se refiere a la longevidad, ningun sistema de matematica
puede igualar al de Euclides, que llegd casi a sofocar su sujeto Pero so6lo un
pequeno espacio de respiracion le fue permitido a Bourbaki: pasé de moda
casi al mismo ritmo en que fue desarrollado: pas6 de moda como sistema,
esto es, mientras daba nacimiento a un nuevo contenido.

Este es el motivo por el cual la matematica es diferente y por qué parece ain
mas diferente a mas gente. Los esquemas de pensamiento pueden ser
impuestos, los algoritmos pueden ser ensefados tan rigidamente como se
programan las computadoras y, sin duda, estos esfuerzos no son en vano en
personas algoritmicamente dotadas, los conceptos pueden ser ensefiados
por definiciones linguisticas y esto nuevamente funciona muy bien con
personas que son buenos verbalizadores. Por ultimo, pero no menos
importante, el interjuego entre forma y contenido incluye lo que es
comunmente llamado matematica aplicada, siempre y cuando el entorno en
el cual la matematica es aplicada ysea visto bajo la lente de la matematica. El
“‘Modelo matematico” es el término de moda para forma, abstraido de la
aplicacidn paradigmatica, y nuevamente los modelos y su uso se transforman
en el tema de reflexion de la matematica, como si fueran parte del entorno.
Se puede ensefar a modelar también bajo imposicién - exitosamente o no-
dependiendo de la preparacion del aprendiz.

Visto todo en conjunto, esto explica porqué la matematica es diferente, tanto
objetiva como subjetivamente, y también explica porqué las personas no
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captan la razén por la cual es diferente. El contenido debe ser asimilado
mientras que la forma puede ser imitada con el propdsito de reproduccién.
Pareciera mas facil ensefar y aprender la forma estructurada que el
contenido desestructurado. Es tan facil caer en esta tentacion como es dificil
resistirse a ella. Esta es, entonces, la imagen familiar de la matematica: un
conjunto de algoritmos, tan falto de valor como estricto si uno no entiende
coémo y por qué funciona. Es una forma de ver engafiosa, que se la considera
falsa tan pronto como se deben aplicar esquemas menos estrictos

Vamos a recordar la razén por la cual matematica es diferente cuando
discutamos la educacion. Ahi vamos a explicar por qué la matematica es
aprendida de forma diferente y por lo tanto deberia ser ensefiada de manera
diferente, es decir ni como forma ni como contenido sino manteniendo el
respeto frente al interjuego entre ellos, expresado en el proceso de
ensefanza/aprendizaje! Aprender es progresar en conocimiento y habilidad.
Su interjuego no suena como el de instrumentos y voces en un concierto. Es
mas bien un cambio de perspectiva del contenido a la forma y viceversa,
llevando a niveles aun mas elevados, mediante saltos tan altos como el
aprendiz pueda realizar, y guiados, pero no levantados por el maestro.

1.1.3.1. Ejemplos

iExtendamonos en el interjuego entre forma y contenido! Como he subrayado
arriba, el origen de la secuencia de numeros es la forma, inclusive la forma
linguistica. Mientras se la va usando para contar va adquiriendo contenido—
una rica variedad de contenidos. Si en cambio es abstraida de la variedad de
fendbmenos contables, adquiere el status de objeto mental que es mas o
menos el numero entero formal, aunque todavia atado al formal chaleco de
fuerza del sistema decimal, y aun atado por cortas riendas a contar ‘algo’,
cuyo objetivo es el contenido. La adicion y la sustraccion tienen sentido como
operaciones - contenido en preparaciéon para su practica formal- que por
algun tiempo permanece apoyado por modelos los cuales surgen a su vez
como contenido. La conmutatividad de la adicion es sugerida por lo que
significo la adicién, como contenido antes de adquirir el estado - por lo menos
implicito- de regla formal: puede entonces, a un nivel superior, transformarse
en materia de contenido matematico, cuando es estudiada por ejemplo con
sus consecuencias en el contexto de leyes operativas. La relacion entre
adicion y sustraccion surge como un tema de contenido antes de ser
formalmente aplicada, con el fin de transformarse una vez mas en tema y
contenido en el contexto de estructuras algebraicas.

Salteemos la multiplicacién, que muestra caracteristicas similares, y pasemos
a la divisibilidad. Esto surge en el contexto de la distribucién, que es
contenido, pero mas rapidamente que cualquier otra cosa en aritmética
adquiere el mas sorprendente status formal, solo para recuperar el de
contenido de la teoria numérica. Alli es donde se transforma en materia de
escrutinio aritmético, en particular estimulado por el fenobmeno de numero
primo, que significa, en la medida en que se refiere al contenido, que el
mismo resiste todo arreglo en patrones rectangulares. La busqueda de
numeros primos y la investigacion sobre numeros primos es muy amplia en
contenido matematico. Pero la convencion de no admitir el numero 1 como
primo, es formalmente motivada, debido a la preferencia por una facil
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formulacién del teorema de factorizacion prima unica. Extender la divisibilidad
a otros dominios (como anillos polindmicos) es un procedimiento formal,
donde el rol del 1 es reemplazado por los elementos inversos. La suma de
digitos (en notacion decimal) provee un criterio formal para la divisibilidad por
9, a pesar de que su prueba, al menos en un bajo nivel requiere de razonar
sobre contenidos, por ejemplo, desplazando bolitas en los arcos del abaco. El
circulo del reloj sugiere médulo aritmético 12. Operar con médulo de un
numero entero es una actividad formal, de la cual dichos objetos matematicos
surgen como anillos y campos finitos, que a su vez se transforman en
contenidos matematicos. Manipular formalmente V2, “como si el cuadrado
fuera 2”, adquiere contenido matematico en el dominio polinomial médulo x*
2.

El numero positivo debe su existencia al contexto geométrico de distancias.
Los numeros positivos y negativos (junto con el 0) forman el asi llamado
numero real, mas alla del cual estda el numero imaginario o complejo. En
resumen, historicamente (para ver mas sobre ello ir a (146), Capitulo XV)
desde la antigluedad babilonica ha habido métodos -uno hasta podria decir
férmulas- para resolver ecuaciones lineales y cuadraticas que surgen en la
geometria o en puzzles. {No fue una pena -en particular viendo las buenas
férmulas para las ecuaciones cuadraticas- que frecuentemente una de sus
‘raices” o hasta ambas, tuvieron que ser rechazadas como “falsas”,
meramente porque uno soélo conocia los numeros positivos?. Finalmente,
alrededor del 1500, matematicos corajudos se tiraron a la pileta. A pesar de
ser “falsas” se podia calcular maravillosamente con estos numeros
preservando y extendiendo las viejas leyes aritméticas. Y, un siglo después, a
los numeros “negativos” se les asignd un lugar -geométrico- a la izquierda del
cero, en la linea numérica que apunta hacia la derecha. El numero formal
adquirié un contenido gracias al cual el plano entero pudo ser ordenado. El
requerimiento formal de que todas las ecuaciones algebraicas pueden ser
resueltas produjo una actividad rica en contenido geométrico-algebraico en el
plano entero. Apenas necesitamos agregar que pronto este contenido
nuevamente se tornd formal -un nuevo eslabon en la larga cadena de forma y
contenido. Gracias a la representacion geomeétrica de Gauss, los numeros
complejos (que se habian transformado en soluciones formales de
ecuaciones algebraicas y habian sido largamente repudiadas como
monstruos ontoldégicos) adquirieron respetabilidad y status de contenido.

Las propiedades formales comunes de ciertas estructuras algebraicas
llevaron a definir el concepto de campo a través de requerimientos formales,
con el obvio preconcepto de adicionar un nuevo objeto -el campo- a los
contenidos matematicos. Los esfuerzos de prestar contenidos a las divisiones
formales por 0, y a series formales (divergentes) como ser 1-1+1-1+... son
otro ejemplo del dramatico interjuego entre forma y contenido. En la historia
antigua, los esquemas formales para resolver ecuaciones cuadraticas
geomeétricamente, mediante la asi llamada aplicacién de areas, llevaron al
descubrimiento de curvas luego reconocidas como secciones conicas y
redefinidas como tales por Apolonio, solamente para ser redefinidas
nuevamente por medio de ecuaciones formales en la geometria cartesiana.

El término “variable”, como es usado hoy en dia, abarca la simbiosis de forma
y contenido de la manera mas sorprendente En un principio, las letras, ya sea
las que indicaban puntos arbitrarios como en la geometria griega o las que
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indicaban numeros arbitrarios como en el algebra de Vieta, no fueron mas
que nombres genéricos faciles para ese tipo de objetos. Sin embargo, en la
imaginacion cinética de los inventores del Calculo y sus seguidores, asi como
en mecanica analitica, las letras se transformaron en simbolos de objetos
fisicos y matematicos que variaban dependiendo del tiempo o debido a una
mutua dependencia. Inicialmente la ley de esta dependencia no fue hecha
explicita pero estaba dada implicitamente por el contexto matematico o fisico
inmediato, que podia ser una curva o un evento mecanico, que involucrara
estos objetos matematicos o mecanicos. Cuando los primeros simbolos
literales de funcidn aparecieron, esto es, para resolver la ecuacion diferencial
de la cuerda vibratoria, nuevamente no fueron mas que nombres genéricos
de objetos matematicos; tan pronto se lo necesito, ellos se transformaron en
objetos variables. En el curso de la historia como en la matematica, se vive el
dia a dia, podemos notar este incesante cambio hacia atras y adelante entre
letras como simbolos para “lugares vacios” (indeterminados o incognitas) y
como simbolos para “objetos matematicos variables”.

Como si fuera por necesidad nuestra exposicion nos llevé al rol del lenguaje
en el interjuego de contenido y forma. La forma linguistica deberia ser bien
distinguida de la forma (mental) abstracta. El lenguaje sirve para expresar
tanto la forma (abstracta) como el contenido. Histéricamente, la adicion, la
sustraccion y la igualdad eran objetos mentales formales presentados en un
lenguaje coloquial entreverado, mucho antes de que aparecieran los
simbolos cortos: mas, menos e igual (que luego cruzaran la fronteras de la
matematica y penetraran el lenguaje coloquial). Y ésta es la manera en que
aun ocurre hoy en dia en las historias individuales. Por otro lado, razonar
sobre estos simbolos, por ejemplo sobre el significado y el uso del signo
igual, involucra abordarlos como tema, esto es, prestandoles el status de
contenido. Lo mismo ocurre con los paréntesis como herramientas para
estructurar expresiones formales y formulas. La necesidad de expresar
lingliisticamente x> como una funcién de x requiere de la creacién de
herramientas linguisticas, que remiten al contenido. Puede ser un tema de
contenido si en una estructura de grupo la operacion de grupo misma se
llama adicion o multiplicacién. Esta eleccion formalmente decide si el
elemento neutro es entonces llamado 0 6 1. Interpretar, en sentido amplio, un
grupo como una cuaterna que consiste de (1) un conjunto G, (2) un tabla de
correspondencias de GxG (multiplicacion), (3) un elemento (neutro) de G, (4)
una tabla de correspondencias de G sobre G (inversa) y con ello cumpliendo
ciertas condiciones (axiomas de grupo), significa que el lenguaje matematico
esta siendo tratado como si fuera un contenido.

1.1.4. La Matematica como actividad

Cuando distinguimos estadios de niveles de sentido comun notamos que
lograrlos depende de la contribucidn propia de cada individuo, de su
actividad. El sentido comun da las cosas por sentado, como ya lo he
mencionado, mientras que la matematica exige buenas razones. La certeza
debe ser buscada, y la manera en que se hace caracteriza a la matematica
como una actividad que lleva a cada vez mejores versiones del sentido
comun. La mayoria de los nombres holandeses que Simon Stevin propuso
para las diferentes ciencias involucran actividades mas que objetos e
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instrumentos. La matematica es una actividad muy peculiar. ;Pensar
l6gicamente? Depende de lo que “légico” quiera significar. ¢ Logico como una
ciencia establecida o como sentido comun? jPospongamos abordar esta
pregunta!

La matematica como una actividad es un punto de vista bastante distinto de
la matematica impresa en libros y grabada en mentes. Sin duda, la
matematica es un cofre del tesoro lleno de herramientas, valiosas para
aquellos que les pueden dar buen uso. Esto es verdadero para todo
instrumento, muchos de los cuales pueden ser manejados por un nifio sin
experiencia (un interruptor para prender la luz de una habitacion, una llave
para abrir una puerta, un timbre para tocar) y muchos mas que requieren de
programas mas sofisticados, pero minuciosamente optimizados para ser
manejados, como los algoritmos en matematica.

Todo investigador, todo productor de matematica va a admitir rapidamente
que la matematica es una actividad -su actividad privada, el producto de la
cual puede o no ser publicado. En efecto, todo autor tiene derecho a que le
respeten su privacidad. Y ademas, ¢ por qué tendria que molestar al publico
con el cuento del proceso de produccién tal como ocurrié? En efecto, el autor
no deberia guiar al lector de su trabajo a lo largo de vias equivocadas y hacia
callejones sin salida explorados por él y finalmente abandonados. Pero, ¢no
contribuiria a la comprension del lector si le fuera permitido observar el
proceso que lleva al resultado, como habria sido si el autor hubiera de alguna
manera sospechado todo el tiempo lo que finalmente lo llevd a saber con
certeza?. En el pasado algunos libros de texto, y aun articulos de
investigacion, eran escritos de esta manera, pero la fraccion de matematicos
que prefieren este estilo de edicion ha declinado constantemente.

Tratemos de evitar todo tipo de malos entendidos. Cuando hablo de
productos de la actividad matematica no lo hago en el sentido restringido de
nuevas proposiciones y teoremas. Incluyo pruebas, aun definiciones y
notaciones, asi como el esquema tanto escrito como del pensamiento. Leer
matematica y escucharla también es matematica, la actividad matematica de
reproducir lo que esta siendo ofrecido, como si fuera la produccién del mismo
receptor. Reproducir deberia ser una tarea mas facil que producir.
Lamentablemente, el cada vez mas comun estilo de presentacion frustra mas
de lo que favorece esta oportunidad. El estilo de presentacion moderna crea
la ilusion que lo que es seguro y cierto lo ha sido siempre en vez de mostrar
que lo ha sido desde que se completd su descubrimiento y se pulié su
presentacion. Pero nuestras certezas son incesantemente amenazadas si no
por refutacién -lo que ocurre cada vez menos- entonces por un deseo de
mayor certeza, mayor conocimiento y una comprension mas amplia, lo que se
ha tornado bastante comun. De cualquier modo no hay certeza razonable de
lo que va a ser considerado seguro y cierto en el futuro.

Los matematicos, aun cuando son reproductores mas que productores,
tienden a restringir el derecho de la practica de la matematica como una
actividad mental a una élite -a aquéllos que enriquecen la matematica como
materia con sus nuevos descubrimientos. Aquéllos que no pertenecen a esa
élite deben comprar un stock de conocimientos y habilidades de los estantes
del supermercado de matematica. Si se da alguna opcion, ¢es ésta para el
consumidor o es que otro va a hacer la compra por él?.

¢ Les molesta esta abundancia de lenguaje metaforico? Los matematicos son
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organizadores, aunque en otros campos y con otros fines que aquellos que
se desempeian en la industria, comercio, trafico y administracion. Un
maquillaje similar si no idéntico los caracteriza a todos ellos. Pero en ningun
otro campo el organizar se despliega con tanta pureza, se impone con tanta
fuerza y se infiltra tan profundamente como lo hace en matematica. La
matematica crece, por asi decirlo, por un momentum de auto organizacion.
No llama la atencion entonces, que los matematicos gusten de presentar su
materia en un estado bien organizado y los libros de texto frecuentemente
sean juzgados de acuerdo con su grado de organizacion. Pero para la gran
mayoria ni la matematica ni su organizacion es un objetivo en si mismo.
Como una herramienta util la matematica ha conquistado y cubierto una rica
variedad de campos de rapida expansion de la ciencia y la sociedad, y, como
herramienta, se ha convertido en indispensable para una multitud de
personas que crece aceleradamente. Las personas de forma creciente usan
la matematica mas a menudo de lo que son concientes. Usan matematica,
porque no pueden estar sin ella. Entonces, la matematica es una actividad
de descubrimiento y organizacion en un interjuego de contenido y forma. Mas
adelante nos tendremos que plantear la pregunta si la ensefianza de la
matematica realmente ha estado a la altura de este desarrollo.

1.1.5. Matematica y realidad

Si tuviera que continuar de la misma manera, es decir, concentrando la
mirada en el proceso matematico, estaria imprudentemente desechando el
medio en el cual este proceso tiene lugar, el que provoca este proceso y el
que es afectado por él. jVeamoslo mas de cerca!

El sentido comun se revela en esas acciones -fisicas y mentales- que son
comunes a las personas, que comparten realidades comunes. No hay razon,
aun si fuera posible, de restringir la “realidad” a simples experiencias de las
impresiones sensoriales. Aun en el nivel mas bajo, la realidad es una confusa
mezcla de interpretacion y de aquello que el purista llama experiencia
sensual. Si alguien dice:

Cuando escuché sonar el timbre, miré a través de la ventana y vi a Alicia y
oli su perfume

uno puede creerle o dar por sentado que este es el informe de algo, que en
los ojos del que informa, realmente ocurrid. No hay razon para escuchar a
vulgares positivistas que objetan que “en realidad” el oido de una persona
que se llama a si misma “yo” fue golpeada por el ruido de un cierto tono,
interpretado como un timbre, su ojo por un flujo de ondas de luz,
interpretadas como emitidas por una fuente llamada Alicia, y sus agujeros de
la nariz fueron invadidos por una corriente de moléculas, interpretadas como
el aroma de Alicia. En efecto, el “yo” podria haber sido un perro, y la oracion
de arriba podria haber sido parte de una historia de un comportamiento
animal, relatado en primera persona. El sonido del timbre, y la mirada de
Alicia y su perfume son primitivos, apenas aptos para posterior analisis.
Preguntas como “;coémo sabe que fue el sonido del timbre y la mirada de
Alicia y su perfume? pueden o no llevar a la reflexion. “Esta ventoso” puede
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ser una observacion rudimentaria desde dentro de la casa, que solamente
luego esta justificada por referencias a ramas que se mueven y nubes. “Un
bang” y “un corto circuito” pueden ser descripciones del mismo evento en
varios niveles cognitivos y linguisticos. Un numero de eventos atomicos leido
por un contador Geiger, un K-meson que pasa, y una supernova que explota
son primitivos para los fisicos o astronomos que observaron e informaron
esos hechos, a pesar de que para ser reducidos a unos mas pedestres, ellos
necesitan de profundas teorias. “Contento“ y “triste” pueden ser prédicas
irreductibles (ya sea pronunciadas pensando en otras personas o en uno
mismo) y ser reductibles por reflexién. Para algunos lectores los personajes
de Homero pueden ser personas reales, y sus aventuras hechos reales, tan
reales como el mundo en el escenario puede ser al espectador. Puede haber
poca duda de que aun en el nivel cognitivo mas bajo, la especie canis es tan
real como cualquier perro en particular, con el que inclusive comparte un
nombre en comun. Una vez conté el cuento de un pequefo nifo al que a
edad temprana “Utrecht” significaba cualquier lugar que veia ya que se
parecia al vecindario de su casa; unos afnos mas tarde esto se transformé en
un territorio vago y mas adelante pudo localizarlo en un mapa y unos mas
tarde se convirti6 en una entidad politico-administrativa que finalmente
adquirié una nueva, y para él, mas vigorosa dimension- la de la historia. Todo
esto ocurrio dentro de una realidad siempre en expansion que incluyo
instituciones como la Universidad, el Ferrocarril, el Gobierno. Como ejemplo
de un objeto dentro de una variedad de realidades, preguntemos a diferentes
personas qué significa una micro-computadora: un artefacto util con un cierto
precio para el vendedor, un peso en kilogramos para el distribuidor, tierra
inexplorada para el novato y para el experto una parte del mundo en que vive
abstraida desde hace tiempo del instrumento tangible.

Como son los conceptos de reales depende del que los concibe, y bajo
circunstancias dadas, los alcances cognitivos pueden ser mas vigorosos que
los manuales o sensoriales, que de hecho siempre se mezclan con la
cognicion.

Las realidades matematicas son fendmenos tempranos en el desarrollo
individual, no solamente realidades geométricas sino también aritméticas. Los
numeros que son representados por cantidades observadas e imaginadas,
llamadas por numerales hablados o escritos, y mutuamente conectados por
relaciones reales, imaginarias y simbolicas, pertenecen a un dominio que
puede extenderse del nucleo de las experiencias cotidianas a las fronteras
lejanas de la investigacion matematica, dependiendo de como se involucre la
persona interesada. A pesar de cientos de afios de resistencia -aun por parte
de matematicos- los numeros negativos y complejos y sus operaciones se
han transformado en tan reales para los matematicos como los positivos lo
han sido por siglos, y los numeros enteros por milenios; y ahora pertenecen a
la realidad de la mayoria de personas que han aprendido algo de matematica
La realidad es determinada historica, cultural, ambiental, individual y
subjetivamente. Los “micro-mundos” de Lawler son menos objetivos y los
“‘dominios de experiencia subjetiva” de Bauersfeld menos subjetivos, de lo
que esos términos sugieren. El “Solipsismo” es un constructo tan artificial
como abarcador es el objetivismo. Yo prefiero aplicar el término “realidad” a
aquello que el sentido comun en un cierto estadio experimenta como real.
“‘Real” no debe ser entendido aqui en su acepcion ontologica (cualquiera sea
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el significado que se le atribuya a ontologia), ni metafisicamente (Platon) ni
fisicamente (Aristoteles), ni siquiera diria yo, psicolégicamente, sino
entendida sentidocomunmente, asi como uno lo usa, sin reflexionar sobre él.
No esta atado al mundo espacio-temporal. Incluye objetos mentales y
actividades mentales. Lo que yo llamé “realidad en expansion” responde a
cada vez mayores niveles de sentido comun y atestiguado por niveles del
lenguaje cotidiano o varios lenguajes técnicos.

Cuanto mas lejos se extiende nuestra realidad, tanto mas a menudo y mas
agudamente se necesitan integrar mas o menos fragmentos, aislados por
aspectos de la realidad. Esto puede llegar a ser una ventaja o una
desventaja. La transferencia de electricidad es facilitada por la aislacién pero
la transferencia de ideas por corto circuitos. Entre medio esta la estructura
celular de la vida bioldgica, definida por membranas con una permeabilidad
altamente selectiva y efectiva, que es el increible resultado de una larga
evolucion. La permeabilidad de las membranas que dividen las realidades
individuales puede depender del origen activo o pasivo de dichos fragmentos:
si se deben a una evolucion interna o a una imposicion externa.

Esta es la clave, segun mi opinidn, para comprender la pobre permeabilidad
de la membrana que separa el aula y la experiencia escolar de la experiencia
de vida, a la que aludimos y prometimos analizar a su debido tiempo, tratar el
tema de la educacién matematica, a pesar del hecho de que la matematica;
al igual que varios de sus dominios y aspectos, es ya un ejemplo
sorprendente de la pobreza o hasta de la falta de permeabilidad de las
membranas. La relacion especifica entre contenido y forma -el énfasis sobre
la forma, reforzada por la existencia de un lenguaje particular eficaz- favorece
el crecimiento de membranas impermeables entre la matematica y los
contenidos “de afuera”, entre el lenguaje matematico y la vida cotidiana o
lenguajes mas técnicos. Y esto ocurre a pesar del hecho de que la
matematica podria ser un ejemplo sobresaliente de integracién mental amplia
hacia la realidad. En efecto, como he sefalado antes, la matematica, a
diferencia de otras ciencias, surge en un estadio temprano del desarrollo en
la entonces “realidad del sentido comun” y su lenguaje surge en el lenguaje
comun de la vida cotidiana. ¢Por qué no sigue de esta manera? ;Como se
puede fortalecer esa existencia integrada con el fin de resistir la tentacion de
separacion y aislamiento? “La matematica surgiendo y quedandose en la
realidad” fue el titulo de una conferencia que una vez di en varias ocasiones
para responder a esas cuestiones. A su debido tiempo, voy a repetir esas
respuestas, que son de caracter educativo.

1.1.6. ¢ Conceptos u objetos mentales?

¢ Cual es la diferencia entre numero y concepto de numero, entre razén y el
concepto de razdn, entre triangulo y el concepto de triangulo, entre
semejanza y el concepto de semejanza, entre X (un objeto) y el concepto de
X? Esta es una pregunta muy significativa para objetos no matematicos X asi
como: fuerza, masa, calor, evolucion, contenido, forma, ciencia, gobierno,
raza, humanidad, poesia, arte pop. La secuencia de arriba parece de
distancia creciente entre “X” y el “concepto de X”. Hay de cualquier modo una
diferencia entre ellos. “Concepto de X" pareciera significar como uno concibe
un objeto X desde una cierta perspectiva, digamos, por inspeccion, reflexion,
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analisis, escrutinio o cualquiera que se desee.

No habria motivo para preguntar esto, si no hubiera una tendencia a decorar
términos para objetos, por salvaguardar la dignidad, con el prefijo de
‘concepto de”; aun esto importaria poco si se pudiera dejar de lado las
consecuencias, en particular para la ensefianza, donde se trata del
aprendizaje cognitivo. Lamentablemente ensefiar conceptos tiende a crear la
ilusién de agregar mayor comprension a lo que se aprende.

Ha habido varios conceptos de numero -el de Euclides, el de Cantor, el de
Dedekind, el de Peano, el de Frege, el de Russell-Whitehead, el de Kleene-
que difieren formalmente tanto como sustancialmente uno de otro. Esta
diferencia, sin embargo, es materia de sofisticacion experta, y de mas
preocupacion para los investigadores en los fundamentos de la matematica
que para la gran mayoria, aun entre los matematicos. Ha habido varios
conceptos de fuerza -el de Aristételes, Descartes, Leibniz, Newton. Los
fisicos decidieron a favor de Newton, pero parecen haber fallado en evitar
que las personas sigan nutriéndose de menos instruidas ideas de fuerza.

La cognicibn no comienza con conceptos, sino mas bien al reveés; los
conceptos son el resultado de procesos cognitivos. La matematica permite
definiciones explicitas a un estadio mas temprano que cualquier otro campo
de conocimiento. Por ejemplo, “impar”’ y “par’ puede ser definido sobre la
base del “numero entero”. En efecto, la primera ciencia matematica, la de los
Pitagdricos, fue sobre impar y par. Pero, ¢ qué decir del “numero entero”? Es
generado por un proceso, el de conteo, mas que por una definicidon explicita,
sblo para transformarse en un asunto de sentido comun mas que en un
concepto. Por lo menos desde Euclides, los matematicos han buscado
fundamentos mas profundos y han tenido éxito. Los adherentes a la Nueva
Matematica creyeron que a los nifios no se les debia negar este beneficio.
Lucharon contra los numeros del sentido comun, sin éxito. La vuelta a lo
basico finalmente significo volver al sentido comun.

Las distintas especies de circulos son suficientes para explicar qué es un
circulo en sentido comun, y nadie al que se le muestre un circulo duda que
éste tenga un centro (que puede ser encontrado por ensayo y error, o de una
manera mas sofisticada). Pero al menos desde Euclides, los circulos fueron
definidos como locus (lugares) y en la geometria cartesiana por ecuaciones
algebraicas. Los adherentes a la Nueva Matematica lucharon contra la
aproximacion por sentido comun, y en un sentido tuvieron éxito, con el precio
de sacar la geometria totalmente de la instruccion matematica. Mientras tanto
quedd claro a cada vez mas personas que, donde se involucre a no
matematicos, la enseflanza del concepto de X no es la forma apropiada de
ensefar X. Los investigadores cautos ahora admiten que los conceptos son
precedidos por algo menos formal, por iniciaciones, preconceptos, o como lo
llamen, que a largo plazo quiere decir que el objetivo adecuado es todavia el
de ensefar conceptos. A mi manera de ver, el objetivo primordial -y en
muchos casos para mucha gente- el objetivo de ensefiar y aprender es los
objetos mentales. A mi particularmente me gusta este término porque puede
ser extrapolado a un término que describa como son manejados estos
objetos, es decir a operaciones mentales. El numero entero, la linea numérica
(aun trazada en el pizarron), las figuras geométricas (aun materializadas) son
todos objetos mentales, siempre y cuando sea entendido (y asi ocurre) que
las imagenes visuales sean representaciones en borrador de objetos
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mentales. ;Como se desarrollan los objetos mentales para transformarse en
conceptos, y qué criterios revelan si esto realmente ha ocurrido? En el caso
del numero entero, sacarse el chaleco de fuerza del sistema posicional puede
ser el sintoma. Muy a menudo la verbalizacion y formalizacion pueden indicar
la formacion de conceptos. Vale la pena mencionar que histéricamente el
objeto mental de grupo precedié al concepto de grupo en mas o menos
medio siglo. Leibniz y John Bernoulli usaron la palabra “funcién” para algo
que no era otra cosa que un objeto mental, y recién cuando aparece el
simbolo en letra para una funcién en los articulos de dAlembert y Euler fue
pavimentada la ruta para el concepto de funcién.

La distancia entre objeto mental y concepto va a depender de la materia, pero
aun mas del individuo y de su situacién en particular. Esta es la razon por la
que esto debe ser respetado en la instruccion. Cuando tratamos el proceso
de ensefianza /aprendizaje, la cuestion “; Conceptos u objetos mentales?” va
a aparecer en paralelo con la cuestidn didactica: “4Logro de conceptos o
constitucién de objetos mentales (mediante operaciones mentales)?”

1.2. ESTRUCTURA'Y ESTRUCTURAS

La estructura es una forma abstraida de la expresion linguistica Vamos a
enfocarnos en la estructura con respecto a la matematica, a pesar de que
mucho de lo que tenemos que decir se aplica a un contexto mas amplio. En
matematica la relacion entre forma y contenido esta reflejada en la que hay
entre algo que tiene o es una estructura. Estructurar es una manera de
organizar fendmenos, fisicos y matematicos e inclusive a la matematica como
un todo.

1.2.1. Estructuras pobres y ricas

Unos pocos ejemplos nos daran una vision mas clara de lo que significa
estructura en matematica.

Un tetraedro puede ser tomado como una estructura que consiste de cuatro
vértices, seis lados y cuatro caras en su mutua relacion de “este veértice yace
sobre este lado y en esa cara, este lado que contiene ese vértice y que es
contenido en esta cara, esta cara que contiene ese vértice y ese lado”, es lo
que uno llama una estructura combinatoria, que en este ejemplo particular
establece vinculaciones, restringiéndose a las relaciones de contener y de ser
contenido en, y olvidandose de lo que son en realidad puntos, lados y caras.
Por €j., que los lados son rectos y las caras son planas. ¢Qué utilidad tiene
una estructura tan pobre? Bueno, con conjuntos de tales tetraedros
combinatorios se pueden construir poliedros abstractos identificando caras de
diferentes tetraedros, juntandolos unos con otros, por asi decirlo. Los
tetraedros pueden, por lo tanto, ser utilizados como bloques para construir
estructuras mas grandes, que pueden transformarse en tema de profunda
investigacion conocido como topologia combinatoria.

No necesitamos, sin embargo, sentirnos satisfechos con la estructura
combinatoria del tetraedro. Es mas natural considerarlo como un sélido en el
espacio, con sus puntos, lados y caras. Esto es nuevamente una estructura,

22



una estructura geométrica, Como estructura geométrica un tetraedro es una
estructura mas rica que combinatoriamente. Hay mas para decir sobre esto:
dentro de esta estructura uno puede, por ejemplo, medir distancias, lados,
angulos, superficies y volumenes.

Un tetraedro es también llamado una piramide triangular. ;O es al revés, es
la piramide triangular un tetraedro? No. Si fuera asi, como podria ocurrir que
una piramide triangular regular no fuera necesariamente un tetraedro regular.
Bien, las piramides triangulares y los tetraedros son estructuras diferentes.
Por definicion, una piramide tiene una base y un punto superior (aun cuando
se permite dar vuelta la piramide). Un tetraedro puede ser convertido en una
piramide triangular de cuatro maneras diferentes, de hecho, apuntando uno
de sus vértices hacia la punta superior y la cara opuesta a la base. La
piramide triangular es una estructura mas rica que el tetraedro.

Amasemos ahora el tetraedro solido como si fuera de arcilla o masa.
Presionemos y deformémoslo, pero sin desconectar lo que esta conectado y
conectando lo que esta desconectado. El resultado puede ser una bonita
pelota, o una papa o digamos una pesa. Los vértices, lados y caras han
desaparecido. La cosa esta todavia conectada, y lo esta de una manera
especial, parecido a una esfera (y seguramente no como un anillo). Es una
estructura topoldgica, mas pobre que la previa del tetraedro geométrico: no le
ha sido asignado ningun rol a las distancias, a los angulos, a la
rectilinearidad, etc.

1.2.2. Estructuras definidas por relaciones

Hasta ahora nos podriamos haber conformado con llamar a nuestros objetos
figuras en vez de estructuras. Con el fin de que se transformen en estructuras
deben ser descritas estructuralmente. Las figuras deben ser construidas de
sus partes. Algo que esta terminado puede describirse estructuralmente
Focalizamos ciertas relaciones entre los elementos de la figura y se elige
entre ellas un conjunto que caracteriza a la figura que se tiene en mente. El
caso mas sencillo es el tetraedro combinatorio: cuatro objetos arbitrarios son
llamados vértices, a cada par de ellos le es asignado un lado, y cada trio sera
una cara, con las relaciones mutuas de contener y ser contenido. El tetraedro
geomeétrico, por otro lado, puede ser descrito como una estructura métrica,
asignandole una “distancia” mutua a cada par de sus puntos (o soélo vertices).
Es menos facil explicar como es descripta una estructura topologica: diciendo
qué es lo que esta cerca de cada uno, con ninguna referencia a distancia
cuantitativa, es decir, de manera cualitativa, en efecto, ademas la topologia
prohibe separar y pegar, ya que afectaria a la distancia cualitativa. Como
estructura topologica el borde de un disco es el mismo que el de una curva
caprichosa cerrada, pero es diferente de un segmento lineal recto o curvo,
que por su parte son ambos topoldégicamente iguales.

Relaciones mas -como también mas rigurosas- incrementan la riqueza de la
estructura. Dejar caer relaciones empobrece y agregar relaciones enriquece
las estructuras en el mismo medio.

1.2.3. Estructuras algebraicas
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El sistema de numeros enteros 1, 2, 3,.. uede ser interpretado como una
estructura de varias maneras. Mientras pospongo el aspecto cardinal, y
comienzo con el ordinal, la secuencia de conteo, que es una estructura de
orden del tipo “de alguna manera comienza y cada uno tiene su sucesor”,
mientras que los nombres de las cosas en particular no importan. Una adicion
puede ser derivada del orden en una estructura asi: a cada par de cosas se
le asigna una tercera, su suma. Ahora imagine que ha olvidado como surgio
esa suma! Entonces todo lo que queda es un sistema infinito de cosas, que
se distingue por simbolos, y una tabla de dos entradas que, para cada par de
estas cosas, dice lo que se quiere que sea su suma. Las relaciones en este
sistema son de la forma a+b=c. Es lo que se llama estructura de adicién. La
citada estructura tiene algunas propiedades destacables, por ejemplo, que
a+b es siempre lo mismo que b+a. Quizas, cerca de esta tabla se permita
una segunda (que pueda o no depender de la primera) que a cada par le
asigne lo que se quiere sea su producto. Esto enriquece la estructura con
relaciones del tipo u.v=w Estos sistemas son llamados estructuras
algebraicas. Hay muchas de ellas, con dos o aun mas operaciones que
pueden satisfacer ampliamente diferentes condiciones.

1.2.4. Estructuras- de mas pequefas a mas grandes

Las mas conocidas entre la estructuras algebraicas son las estructuras
numericas

*N, de los nUmeros naturales, 0, 1, 2.....
*Z, de los enteros...., -2,-1,0, 1, 2....

*Q de los numeros racionales, representado por fracciones de enteros, tales
como 1/3, -5/3, 5,33

*R, de los niimeros reales, entre los que por ejemplo estan V2, e,
*C, de los niimeros complejos a+bi donde i=V-1

Es una secuencia de estructuras de tamano creciente, a pesar de que no
primariamente -y ni siquiera necesariamente- de riqueza creciente.

Las operaciones de adicion y multiplicacion son las mismas en todos estos
ejemplos,como lo son las relaciones estructurante del tipo a+b=c, u.v=w,
mientras que algunas de sus propiedades pueden cambiar. La ecuacion
at+x=c es en general resoluble para x unicamente si se admiten los numeros
negativos, la ecuacidon u.x=v (u# 0) solo si estan involucrados lo racionales,
la ecuacion x* = k (k>0) es resoluble solamente en el dominio de los reales no
negativos. Por ejemplo, la solucién de x* = 2 no puede se obtenida como una
fraccion de enteros, a pesar de puede ser aproximada por dichas fracciones.
3/2, 17/12, 577/408,.. .son aproximaciones cada vez mejores a V2.
“‘Aproximar” es un concepto topoldgico. Ademas de estar provisto de una
estructura algebraica, el dominio de los reales (asi como el de los complejos)

24



esta provisto de una estructura topoldgica. En ese sentido, no solamente es
mas grande sino también mas rica que la de los enteros. En otro sentido N, la
estructura de los naturales, es mas rica que Q, R y C En efecto, la
divisibilidad es un concepto rico en N, pero pobre en Q, Ry C.

1.2.5. Generando el sistema de numeros

El sistema de numeros reales es geométricamente representado por la linea
numérica, en la cual cada punto por su distancia del punto O, representa un
numero, positivo por un lado y negativo por el otro. En este modelo las
operaciones algebraicas son visualizadas por simples mapeos geométricos.
En la tradicion griega ésta era el enfoque basado en el sentido comun los
numeros reales (positivos), que fue inundado por la ola de “aritmetizacion” en
el siglo pasado. Aritmetizacion queria decir desconocer la fundacion
geomeétrica tradicional y fundar a la inversa, la geometria en el numero. Los
numeros reales debian ser definidos por secuencias de numeros racionales
(aproximados), los racionales como fracciones de enteros, y los enteros como
numeros naturales precedidos por un signo mas o menos. Un gran paso para
atras fue dado cuando el numero no natural a su vez fue fundado sobre
conjuntos desnudos, privados de toda estructura (y finalmente todos los
conjuntos en el conjunto vacio). Los conjuntos debian ser comparados unos
con otros por correspondencia, es decir, poniéndolos mentalmente elemento
por elemento uno junto al otro, uno de otro. Si el conjunto A y B cupieran uno
en otro se diria que tienen el mismo cardinal, si no, aun cuando A pudiera ser
parte de B, entonces se diria que tiene un cardinal menor que B.

El numero de conteo por sentido comun y el numero de medicion por sentido
comun, como son visualizados sobre la linea numérica, fueron derivados de
una raiz comun por este profundo analisis: el conjunto sin estructura. La falta
de estructura puede ser una ventaja en los Fundamentos de la Matematica,
que es la matematica de alto nivel, pero demasiado alta para comenzar con
ella. En efecto, la forma correcta de empezar es o deberia ser el sentido
comun. Actualmente la mayoria de las personas estarian de acuerdo en que
el desprecio de la Nueva Matematica por el sentido comun ha sido un error
histérico. Pero, ¢es que todos efectivamente han aprendido esta leccion?

1.2.6. Estructuras geométricas

La estructura geométrica mas familiar para nosotros desde la tierna infancia
es el espacio en el que vivimos —la geometria euclideana como se la
denomina. Los cuerpos solidos nos permiten comparar, 0 mas bien definir,
distancias, y de acuerdo con este sistema de distancias las lineas de vision
recta resultan ser las mas cortas segun la experiencia propia. Desde la
temprana infancia, nos son familiares los dibujos confiables de objetos,
obtenidos comprimiendo o agrandando, llamados semejantes en matematica.
Sin duda, la semejanza aun precede al numero en el desarrollo cognitivo.

Durante el siglo XIX las estructuras geomeétricas mas pobres que la euclidea
comenzaron a llamar la atencion de los gedmetras. Empobrecer una
estructura -siempre y cuando por ello se entienda remover lo que bajo ciertas
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condiciones parecen espirales y rulos- puede llevar a una mayor profundidad.
Es un arte que los matematicos creativos aprendieron a practicar y manejar
durante el siglo pasado.

En el espacio euclideano estamos manejandonos con distancias, angulos,
lineas rectas, circulos, planos, esferas Un primer paso hacia el
empobrecimiento de esta estructura es olvidar todo sobre la comparabilidad
general de distancias y angulos, preservando la rectilinearidad y el
paralelismo. Esto lleva a la geometria afin. En geometria afin todos los
paralelogramos son iguales: los rectangulos y los cuadrados no pueden ser
distinguidos de otros paralelogramos, ni pueden serlo los circulos de elipses.
Un proximo paso es olvidar el paralelismo, preservando la rectilinearidad.
Esto produce la geometria proyectiva, en la cual todos los cuadrilateros son
iguales y todas las conicas son iguales.

Otro paso mas y entonces hasta la rectilinearidad desaparece como
propiedad estructurante. El espacio esta siendo empobrecido para
trasformarse en lo que antes llamamos una estructura topoldgica, en el cual
todavia podemos distinguir curvas abiertas de cerradas, el interior de una
superficie cerrada del exterior, ver si una curva cerrada en el espacio esta o
no anudada y si un par de curvas cerradas estan relacionadas.

Mas de un siglo atras este tipo de clasificacion fue introducida en la
geometria por Felix Klein, cuando proclamara su programa de Erlangen. Este
fue el primer intento moderno de estructurar la matematica misma o, mejor
dicho, una parte de ella: la geometria.

1.2.7. La estructura de la matematica

Una cosa es interpretar un objeto chico o grande como una estructura y otro
muy distinta es intentarlo con un area entera de la cognicion cientifica. Si lo
comparamos con el acto de crear, la organizacion de la cognicion cientifica
parece ser una actividad inferior. Si embargo, como hemos destacado antes,
en ninguna ciencia estan estas dos actividades tan densamente entretejidas
como en la matematica. Hace un siglo esta organizacion fue intentada en
geometria y por medio siglo la tarea de mas amplia de organizar toda la
matematica quedd dormida. Luego de la segunda guerra mundial esta tarea
fue tomada por el grupo francés Bourbaki. A pesar de que su trabajo requirio
una cantidad muy grande de creatividad, su resultado final no pudo ser en
principio, mas que codificacion deductiva de la matematica existente. Sin
duda, el trabajo de Bourbaki es un monumental sistema de matematica, que -
a pesar de resultar ahora desactualizado en puntos esenciales- ha
contribuido enormemente al crecimiento de la matematica. Aun asi, ha sido
sobrepasado mientras tanto por la matematica misma. Yo dudo si un nuevo
intento puede o quiere ser hecho en el futuro.

La jerarquia de Bourbaki esta orientada primariamente desde las estructuras
mas pobres a las mas ricas. Y -accidentalmente, y ciertamente no como un
asunto de principios- de menores a mayores. De hecho, ésta es en efecto la
estrategia mas natural para una construccion sistematica: de mas pobre a
mas rica. Comienza, por asi decirlo, con una tabla rasa, con aquello que no
tiene estructura, por ejemplo el conjunto vacio. Pero después de todo, ¢coémo
es que pueden ser creadas ricas estructuras de este pobre comienzo? Si A
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es un conjunto, uno puede considerar el conjunto P(A) de sus subconjuntos,
que en realidad tiene una estructura considerable, efectivizada por su
relacion estructurante de contener y ser contenido.

O, comenzando con dos conjuntos A y B, uno obtiene su producto, el
conjunto de pares, es obtenido tomando un elemento de A con uno de B -una
construccion que puede ser visualizada por un grafico rectangular, donde por
ejemplo, cada uno de los tres varones (conjunto A) forma un par con cada
uno de la cuatro nifias (conjunto B)
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Este conjunto producto es fuertemente estructurado, tanto horizontal como
verticalmente. Similarmente, todo el plano puede ser estructurado como el
producto de dos lineas rectas, donde cada uno de sus puntos es
representado por un par de numeros - la manera en que esto es hecho en
geometria de coordenadas. Estos son meros ejemplos de como imponer
estructuras en conjuntos construidos ad hoc o dados - estructuras de orden,
estructuras algebraicas, estructuras topologicas y combinaciones de
estructuras. Pueden ser construidas dentro de una jerarquia, para imponer
una jerarquia sobre la matematica como tal -una jerarquia entre muchas
posibilidades concebibles. No hay, y nunca va a haber, algo como la jerarquia
de la matematica. Este hecho es evidente por la variedad de libros de texto
que difieren destacadamente unos de otros. Hay seguramente una
inclinacién, a nivel universitario, en particular, de enseiar matematica como
una jerarquia, a pesar de que un docente va a poner mas agua en el vino
jerarquico que otro, dependiendo del grado de utilidad inmediata de la
matematica ensefada.

Aun asi, a los consumidores de matematica se les deberian presentar las
estructuras matematicas donde importe, e inclusive hacerles tomar
conciencia de sus aspectos estructurales hasta un cierto grado. Esto no
quiere decir, sin embargo, que la matematica como tal deba serles
presentada como una estructura, ya sea de acuerdo con la de Bourbaki o
cualquier otra concepcion. Seria un intento inutil, por asi decirlo.

Lo que es mas, un sistema como el de Bourbaki, o cualquier variante, no
hace justicia a la matematica como un servidor mas que como un maestro. La
falencia mas llamativa de cualquier sistema de matematica puede ser su
tratamiento de los numeros naturales: a menudo una desatencion de la
estructura numérica, por ejemplo, del sistema decimal. Desde la practica mas
ordinaria a las mas sofisticada de numeros, la estructura decimal es su rasgo
dominante. Tanto para el aprendizaje (meramente linguistico) de numerales
como para operar eficazmente con numeros, esta estructura es
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indispensable. Pero en ningun sistema de matematica ha sido jamas
mencionado. En efecto, la matematica de alto nivel ha sido objetivada y
destripada de esos rudimentos humanos como la decimalidad de nuestros
dedos de las manos y de los pies. La verdadera matematica se comporta
universalmente mas que antropomaorficamente.

Esto es, entonces, el rasgo mas sorprendente de la inadecuacion
epistemoldgica y practica de los sistemas del tipo de los de Bourbaki. Hay
mas rasgos inapropiados. La geometria visual no tiene lugar en ellos. La
semejanza, que en el desarrollo cognitivo inclusive precede al numero, esta
muy lejos en esta jerarquia, e inclusive entonces esta separada de su origen
visual. No hay un lugar asignado para las computadoras, que son estructuras
funcionales. La modelacion matematica de estructuras para el beneficio de
aun las mas simples aplicaciones es incompatible con la rigidez jerarquica de
dichos sistemas. Nunca se han hecho intentos para estructurar la matematica
vista desde la realidad como fuente epistemoldgica y como dominio de
matematica aplicada, a pesar de que dichos intentos serian muy deseables -
psicologicamente, pedagdgica, educacional y didacticamente. Por su mera
existencia los sistemas deductivos impiden que se hagan estos intentos.

1.2.8. Las estructuras visualizadas desde la realidad

Esto no es para menospreciar las estructuras matematicas. Al descubrir
estructuras dentro de la matematica hemos aprendido a entender mejor la
organizacion inherente a nuestro conocimiento. Muchos psicologos e
investigadores en educacion aun perciben el desarrollo cognitivo como el
logro de conceptos. Superficialmente esto es evidente por los numerosos
titulos de articulos de investigacion que contienen la palabra “concepto” y, de
una manera mas profunda, por los innumerables experimentos en los cuales
se habla de testeo o evaluacion de la posesion o desarrollo de conceptos.

El conocimiento, como una jerarquia de conceptos, es un rasgo prominente
de la teoria de la ciencia y la epistemologia aristotélicas. Su inadecuacion
metodoldgica se ha puesto de manifiesto, especialmente bajo la influencia de
la matematica. La jerarquia aristotélica esta orientada desde lo general a lo
particular, abrazando lo general a lo particular. En donde mejor es concretada
es en las taxonomias biolégicas, donde uno desciende a lo largo de lineas de
grupos, divisiones, clases, subclases, familias, especies y géneros. Ahora,
fuera de la botanica y la zoologia, la formacion de conceptos por clasificacion
ha resultado ser insatisfactoria. El conocimiento no es justamente mas que
una diferente categoria de una referencia a flora y fauna, como lo es
estructurar, cuando se lo compara con clasificar. Las clases contienen unas a
otras, o son contenidas una dentro de otra; de esa manera generalidad y
particularidad son expresadas por mero tamafo. Si, en el caso de
estructuras, uno habla de general versus particular -cosa que yo no hago- la
estructura mas pobre seria la mas general y la particularidad se desarrollaria
al enriquecerse.

Al estructurar, mas que formar conceptos nos apropiamos de la realidad. Lo
hacemos con estructuras ricas o pobres de acuerdo con nuestras
necesidades. Empobrecer puede significar una generalizacion en el sentido
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de mas amplia aplicabilidad. Entre las estructuras cientificas mas pobres,
aquellas de la matematica son distinguidas por su amplia medida de
aplicabilidad como esta ejemplificado por objetos numéricos y geométricos.
Las estructuras matematicas también son mas facilmente discernidas de las
estructuras en general.

Como he destacado antes, la identificacion del aprendizaje con el logro de
conceptos es una vision superficial, aun cuando no es inusual en psicélogos y
educadores. Es el mérito de Piaget haber destacado la estructura, al menos
en la teoria, aunque no consecuentemente en la practica.

1.2.8.1 Estructura de ciencia y desarrollo

Quiero enfatizar una vez mas la distincion de estructuras dentro de una
ciencia -en particular de la matematica- y la estructura de ciencia. Es un viejo
refran que dice que el desarrollo cognitivo procede desde lo particular a lo
general, y esta direccion es por lo tanto considerada obligatoria para el
proceso educativo. Pero le falta sofisticacion como refran, especialmente
debido a las diversas interpretaciones de “general vs. particular’. Puede ser
dado por sentado, que para un nifio, conocer a un perro en particular (o a
algunos de ellos) precede al conocimiento de la especie “perro”; pero la
construccion de clase es solamente un aspecto del desarrollo cognitivo y, en
cuanto a eso, uno mas bien modesto. La generalizacidn comienza con las
situaciones mas que con los objetos, y la funcion de una situacién en
particular es paradigmatica mas que formadora de clase.

La vision de Piaget es mas sofisticada que el refran tradicional, si no
directamente su opuesto. De acuerdo con Piaget, el desarrollo ocurre a lo
largo de lineas epistemoldgicas, donde episteme no es cognicion individual,
sino respecto de sus contenidos, independiente del individuo en desarrollo.
Como consecuencia, la estructura que se manifiesta en el estado presente de
la ciencia es al mismo tiempo el patron del desarrollo cognitivo individual. Los
experimentos sirven para corroborar este paralelismo y ellos fueron
disefiados con ese propdosito en mente, o al menos esa fue su intencion.
Piaget nutrié esta conviccion antes de que Bourbaki construyera su sistema,
o al menos antes de que él pudiera haber tomado conciencia de ello. Lo
practico totalmente en su trabajo sobre geometria." Eligié la estructura de
geometria que le era familiar como el lienzo en el cual deber ser impreso el
desarrollo del nifio. Esta estructura era de Félix Klein, aunque para ese
entonces la geometria ya la habia superado, si es que alguna vez habia
coincidido en algun punto. De acuerdo con Piaget el desarrollo progresa de
las estructuras mas pobres a las mas ricas, asi como las encontré en la
jerarquia de Félix Klein; va desde topologia via geometria proyectiva y afin a
la euclidea y, segun él, esto es verdadero tanto para aspectos perceptivos,
representativos como cognitivos del desarrollo. La vision de Piaget traiciona
un alto grado de confianza en -0 deberia decir, de obediencia a- las
jerarquias matematicas, a pesar de que esto ha sido desmentido por su
propio experimento al igual que por los de otros. A un estadio temprano el
nino que es incapaz de graficar cuadrados y circulos prolijos, puede
facilmente distinguir copias prolijas de cuadrados y circulos de aquéllas que
no lo son.

29



Cuando Piaget fue confrontado con el sistema de matematica de Bourbaki, lo
acepté como una epistemologia, que puede ser interpretada genéticamente,
o por lo menos asi pareceria. Creo que ésta es una mala interpretacion de la
reaccion de Piaget.

Yo pienso mas bien que la concepcion propia de Piaget de la estructura
cognitiva ya habia sido totalmente completada para esos tiempos. Su
conocimiento de la estructura de Bourbaki de matematica > mas que ser un
reconocimiento, fue un intento de adaptar el sistema de Bourbaki a su propia
concepcion. Eso, sin embargo, muchas veces ha sido interpretado como un
apoyo prestado por la psicologia a la empresa de ensefiar matematica, segun
la estructura de esta ciencia, una empresa que se hizo famosa bajo el
nombre de Nueva Matematica y finalmente demostré ser un fracaso.

Piaget dificilmente pueda ser culpado por esto. Aun cuando haya creido en
el valor genético-epistemologico de una estructura de la ciencia, no hay
prueba de que haya defendido que se ensefara de acuerdo con los curricula
que siguen un cierto patron basados en la estructura de una ciencia.

Esto nos lleva al préximo punto, que va a anticipar la discusion de mas
adelante.

1.2.8.2. Estructura de la ciencia, e instruccion

A pesar de su fracaso en matematica, los curriculos basados en la estructura
de una ciencia, se estan poniendo de moda en otras areas. Como
matematico puro yo soy capaz de ver mas claramente la relatividad de
aquello que es ofrecido como una estructura de matematica. Si yo situo a la
matematica dentro de un contexto de conocimiento y habilidades mas
grande, me llaman la atencion los grandes baches que presenta lo que es a
menudo propagado como estructura de la matematica, por ejemplo, la falta
de estructura de la numeracion y el desdén por la geometria visual y aun por
las mas simples aplicaciones. Como matematico también me siento obligado
a ponerme en contra de la estructura de la ciencia como un medio de
estructurar la educacion, porque mi experiencia personal me ha mostrado
cuan facilmente los matematicos caen en esa tentacion.

El trabajo de Piaget no me proveyo6 de ningun argumento de la psicologia del
desarrollo a favor del curriculum estructurado segun la ciencia, ni puede ser
esto justificado por la teoria educacional. Una estructura de la ciencia codifica
sistematicamente y, en el caso de la matematica esto significa de forma
deductiva, el estado de aquella ciencia en un momento dado y, para esta
cuestidon, de una ciencia que no ha sido siquiera sujeto de la instruccion que
se pone en la mira. Lo que es mas, hay serios argumentos contra las
curricula estructuradas segun la ciencia. Los sistemas de matematica
muestran una jerarquia orientada desde estructuras mas pobres a las mas
ricas, que el disefiador de curricula trata de imitar. “De pobre a rica” es (visto
matematicamente-didacticamente) un principio cuestionable. Las estructuras
pobres son totalmente abstractas como es evidente desde la mas pobre de
todas, el conjunto sin estructura. Didacticamente no se lo puede llegar a
abordar o deberia poderse mediante concretizaciones, llenando la forma
abstracta y, en la practica, esto es hecho creando concretizaciones artificiales
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y hasta a veces falsas. En la matematica genuina, los conjuntos al igual que
todas estas estructuras cumplen con objetivos, porque son operacionales. Al
nivel en el cual comienzan los curriculos segun la estructura de la ciencia, sin
embargo, no hay nada matematico que uno pueda hacer con los conjuntos.
Asi, como un disefiador de curriculum, uno arbitrariamente inventa cosas
para hacer con los conjuntos, que no tienen nada que ver con la necesidad
de los conjuntos en matematica-falsa concretizacion y operacionalizacion; ni
tampoco tienen estos nada que ver con la necesidad de aprender -falsa
didactizacion. Lo mejor que puede pasar es que no haya efecto alguno - los
conjuntos y otras estructuras pobres en la instruccidn elemental son
introducidas sin otro objetivo que el de poner una fachada aparente de
estructura de la ciencia.

Si éstos no son otra cosa que deslices desafortunados, también hay
argumentos mas profundos contra el hecho de que las estructuras pobres
precedan a las ricas, inclusive desde el punto de vista de la psicologia del
desarrollo. Lo que habitualmente se llama abstraer, no es frecuentemente
otra cosa que empobrecer una estructura. Las estructuras matematicas han
surgido en contextos mas ricos y han sido creadas con el fin de ser aplicadas
donde han surgido y mas alla. La orientacion de pobre a rica ha sido sugerida
para una matematica que estuviera a mano. A su debido tiempo, vamos a
tratar el tema de aprender “matematica en accidon”, que es re-crear
matematica, no sin objetivo por supuesto, pero guiado. Si nos ponemos de
acuerdo en esto, la direccion didactica recomendable va a ser la misma que
aquella en la que surge la matematica, es decir de rica a pobre.

1.2.8.3. Estructurar un contexto rico matematicamente

Didacticamente yo he opuesto la estructura matematica de rica a la pobre.
Esto, sin embargo, no es suficiente. Uno no deberia conformarse con quedar
dentro de la matematica. Las estructuras ricas a ser ofrecidas también
deberian ser buscadas fuera de la matematica, aunque con una ocurrencia
didactico-matematica nueva. Luego del fracaso de los curriculos basados en
la estructura de la ciencia, equipos de desarrolladores eligieron otro camino:
el de ofrecer estructuras ricas no matematicas con el fin de familiarizar al
aprendiz con el descubrimiento de Ila estructura, estructurando,
empobreciendo con ello la estructura y matematizando. De esta manera, él
puede descubrir las poderosas pobres estructuras en el contexto de las ricas
con la esperanza de que, mediante este enfoque, vayan a funcionar también
en otros contextos (tanto matematicos como no matematicos). Comenzar con
estructuras matematicas pobres puede significar que uno nunca alcance las
ricas no matematicas, que son de hecho el objetivo correcto.

llustremos esto mediante un ejemplo! ;Quién no esta familiarizado con los
llamados bloques logicos, que son 24, que estan disponibles en una rica
variedad de modelos, por ejemplo, rojo/azul, circulo/cuadrado/triangulo,
chico/grande, grueso/fino? Son un parangdbn de un mundo totalmente
preestructurado: una pieza para cada combinacién de los cuatro criterios. Las
operaciones abstractas sobre conjuntos pueden ser concretadas
maravillosamente por medio de dicho modelo. Yo he opuesto a este sistema
otro que he llamado pequefio mundo, a pesar de que nunca he insistido en
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ensefnarlo: es, por asi decirlo, una jugueteria que contiene autitos, animales,
mufecas, edificios y demas, de diferentes tamarfos, tipos de material,
colores. grados de movilidad, etc. Los criterios de clasificacion no son
impuestos a priori, sino son descubiertos y desarrollados por el aprendiz
mismo -caracteristicas de color, tamafo y otros, que no necesitan ser
exactamente definidos pero pueden ser susceptibles de esbozar. En este
pequeino mundo, las combinaciones de las caracteristicas pueden ser
representadas por varios objetos al igual que por ninguno, por ej., ninguna
casa grande de madera negra pero muchos pequefios autos de lata rojos.
Resumiendo, no es un mundo preestructurado sino mas bien un mundo a ser
estructurado En este caso, el estructuramiento es realizado clasificando. Yo
elegi este ejemplo porque puedo creer en clasificar como una importante
actividad cognitiva, pero es mas bien un ejemplo que, gracias a su
simplicidad, caracteriza exactamente la diferencia entre pobre y estructurado
por un lado, y rico y a ser estructurado por el otro. Los bloques I6gicos son un
ejemplo llamativo de los éxitos de implementacion que pueden ser
cosechados con material fuertemente estructurado -éxitos baratos obtenidos
gracias al amor a lo facil. EI material rico, abierto a la estructuracion, que
provee mas oportunidades didacticas, es mas demandante y por lo tanto
menos facil de implementar.

iTerminemos aqui! Un gran numero de ricos contextos para la instruccion
matematica estan ahora disponibles, mas de los que cualquiera pueda
imaginar. El problema principal es el de la implementacion, que requiere de
un cambio fundamental en las actitudes de ensefanza para poder ser
resuelto.

1.3. Matematizar

Luego de esta discusion sobre el contexto y la estructura interna y externa de
la matematica, volvemos otra vez a la matematica como actividad y
observamos una de sus caracteristica principales: la matematizacion.
¢ Quién fue el primero que uso ese término, que describe el proceso mediante
el cual la realidad es ajustada a las necesidades o preferencias del
matematico? Esos términos generalmente emergen durante charlas
informales y discusiones —intercambios de ideas antes de entrar en la
literatura, y nadie puede decir quién los inventd. En cualquier caso,
matematizar es un proceso que continua tanto tiempo como la realidad siga
cambiando, ampliandose y profundizandose bajo una variedad de influencias,
incluyendo aquella de la matematica, que, a su vez, es absorbida por la
realidad cambiante.

Matematizar como término fue muy probablemente precedido y sugerido por
términos tales como axiomatizar, formalizar, esquematizar, entre los cuales
axiomatizar puede haber sido el primero que ocurria en contextos
matematicos. Axiomas y formulas son una vieja herencia, a pesar de que el
significado de “axioma” (o “postulado”), y la forma de féormulas ha cambiado
con el curso del tiempo. Los elementos de Euclides no son un parangon de
deductividad sin rajaduras, como las personas creyeron por siglos, ni fueron
jamas presentados con esa intencion, como algunas personas aun parecen
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creer. La Axiomatica, como ahora usamos ese término, es una idea moderna,
y adscribiéndola a los antiguos griegos, a pesar de los precursores, un
anacronismo. Sin embargo, mezclando nuevamente un area del conocimiento
tal que los finales son elegidos como puntos de partida y viceversa, usando
propiedades probadas como definiciones para probar lo que fue
originalmente una definicion -esta estructuracion “patas para arriba” es una
actividad matematica de larga data. Es tan antigua como la vieja matematica
griega, 0 quizads aun mas vieja, a pesar de que nunca hasta tiempos
modernos ha sido ejercida tan conscientemente, tan sistematicamente, tan
apasionadamente como por los griegos, que disfrutaban enormemente el
acto de organizar y reorganizar el conocimiento. Hoy en dia, los sistemas
axiomaticos que surgen de repente son el resultado de intentos de
reorganizar los campos de la investigacion matematica. Esta técnica es
llamada axiomatizacion, y es bien entendida y manejada por los matematicos
modernos. Su primer ejemplo llamativo fueron los grupos. Desde el comienzo
del siglo XVIII, los matematicos fueron confrontados con mapeos de
conjuntos sobre si mismos, a menudo individualizados por propiedades
invariantes. Y fueron conducidos a componer dichos mapeos. De esta
manera, conocieron conjuntos de transformaciones que, al componerlos,
automaticamente satisfacian los bien conocidos postulados requeridos mas
tarde para los grupos. Cayley, en 1854, dio el paso unificador para definir, por
medio de esos postulados, el objeto (finito) que llamo grupo, pero hasta 1870
no fue aceptada de todo corazon esta nueva concepcién por los matematicos
creativos lideres, y entonces también en sustratos infinitos. Las férmulas, en
la vida cotidiana asi como en el lenguaje simbdlico, son un rasgo tan antiguo
como los axiomas, o aun mas viejos. Mejorar la expresion linguistica por
medio de simbolos y simbolismos cada vez mas eficaces, ha sido un largo
proceso, que primero tuvo que ver con el tema matematico y solo mas tarde,
afectd también al lenguaje en el que la materia era expresada. Este proceso
de adornar, ajustar y transformar el lenguaje se llama formalizacion.

Sin duda, tan popular como los axiomas y la axiomatizacién pueden ser en la
matematica moderna, son solo los rasgos salientes y los toques finales en el
curso de una actividad donde el hincapié se hace mas en la forma que en el
contenido.

Lo mismo ocurre con respecto a las féormulas y la formalizacién. Los axiomas
surgen de paradigmas o conjuntos de paradigmas, y axiomatizar quiere decir
generalizar paradigmas experimentados. Es un viejo habito humano el hacer
paradigmaticas nuestras experiencias y acciones, para generalizarlas
abstrayéndolas en leyes y reglas, para crear patrones que se adecuen a la
realidad. Esta ultima actividad es llamada esquematizacion, que es la
contraparte de la axiomatizacion y formalizacién en la medida en que son
tenidos en cuenta los contenidos mas que la forma abstracta y el lenguaje.

La exposicion precedente sirve para explicar el origen del término
matematizacion, como analogo a axiomatizacion, formalizacion y
esquematizacion. Yo presto tanta atencion a ello ya que no es inusual, en
particular en educacioén, restringir el término a uno de sus componentes. Yo
mismo insisto en incluir en este unico término toda la actividad de
organizacion del matematico, ya sea que afecte el contenido y la expresion
de la matematica, o la experiencia mas intuitiva, digamos, vivida, expresada
en el lenguaje cotidiano. Pero tratemos de no olvidar la dependencia
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individual y ambiental de la vida “vivida” o “cotidiana” de la realidad en
expansion y la progresiva sofisticacion linguistica!l

1.3.2. Algunos aspectos
Modelizacion

Lo que es mas, con respecto a la esquematizacion hay una tendencia a
identificar esquemas con aquellas cosas tales como resolver formulas y
procedimientos dentro de la matematica formalizada. Hoy en dia el término
‘esquema”, en su sentido amplio, parece haber sido remplazado por el mas
tematico de “modelo” - un término valioso, pero desgraciadamente devaluado
por su uso descuidado y mal uso. Yo he castigado esta practica lo
suficientemente seguido, o por lo menos asi me parece. (87)

La matematica siempre ha sido aplicada en la naturaleza y la sociedad, pero
por un largo tiempo estuvo demasiado fuertemente enmarafiada con sus
aplicaciones para estimular el pensamiento de la manera en que es aplicada
y la razon por la que funciona. El conteo era en efecto, sentido comun: los
agrimensores actuaban como si sus estacas y varas fueran puntos
geomeétricos y lineas y los cambistas de monedas, mercaderes vy
mezcladores de unguentos se comportaban como si la proporcionalidad fuera
una caracteristica auto-evidente de la naturaleza y la sociedad. Inclusive los
astronomos en la antiguedad babilonica adhirieron tanto tiempo como fue
posible, o quizd aun mas, a las inter- y extrapolaciones lineales en sus
intentos por describir numéricamente los fendmenos celestiales, por medio de
funciones en zigzag y de a pedazos lineales, las que sus herederos griegos
transformaron finalmente en funciones goniométricas. Pero las funciones
goniométricas no cayeron del cielo que ellos estaban estudiando. La teoria
subyacente era que los movimientos celestiales debian ser circulares. Los
esfuerzos para salvar a ambos: este postulado y los fendmenos que lo
contradecian dieron nacimiento a lo que ahora llamariamos un modelo que
describe los movimientos celestiales — un artificio de circulos, epiciclos y
exentos que, geométrica y numéricamente procesados, requieren de
funciones goniométricas. Este modelo sobrevivio por casi dos milenios.
Kepler, mas que ofrecer un nuevo modelo, formul6 tres leyes matematicas
generales del movimiento planetario, derivadas luego por Newton como
consecuencia de su teoria de la gravitacion. Newton mismo se nego a idear
modelos mecanicos primitivos para explicar la gravitacion. A medida que el
tiempo paso, los fisicos tuvieron que aceptar, refunfufiando con frecuencia,
que la atraccién por la fuerza de la gravedad como un modelo por derecho
propio, fue el primer modelo en los tiempos modernos en trascender la
experiencia del sentido comun, después de la teoria ondulatoria de la luz de
Huygens. La historia siempre se repite: cuando fallaron los modelos elasticos
de la propagacion de la luz, sugeridos por la mecanica del sentido comun del
siglo XIX, para refinar la teoria ondulatoria de Huygens, los fisicos tuvieron
que aceptar el modelo electromagnético de la luz de Maxwell.

La modelizacion es un rasgo moderno. Hasta los tiempos modernos la
aplicacion de la matematica rigurosa a la escurridiza naturaleza y al medio
ambiente se redujo a mas o menos ignorar concientemente todo lo que
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parecia ser perturbaciones no esenciales que arruinaban el caso ideal. Por
un largo periodo, la simple geometria y la aritmética fueron suficientes para
desenmascarar tales ideales. Pero, ¢qué es ideal y qué es perturbacion? El
primer ejemplo de una fisura contra-el sentido comun entre lo ideal y la
perturbacion fue dada por Galileo: el movimiento uniforme como ideal,
perturbado por la resistencia o como lo explic6 Newton, por la fuerza en
general. De alguna manera esta metodologia ha sobrevivido hasta nuestros
dias. Aun cuando esta disponible una teoria “rigurosa”, casi nunca es
aplicada como tal sino simplificada con el fin de hacerla accesible al
procesamiento real, que Iluego puede se redefinida por mejores
aproximaciones, o inmediatamente modelos de retroalimentacion. El primer
gran ejemplo de idealizacion no trivial de este tipo es el de la cuerda tensa
vibrante de d ‘Alembert: despreciando, por asi decirlo, la curvatura de la
cuerda, logro “linealizar” la ecuacion diferencial que, una vez hecha lineal, es
facilmente resuelta. En efecto, la remodelacion fisica con el fin de la
linealizacion se ha convertido en una herramienta estandar en matematica
aplicada. En ciencias naturales el primer uso de la palabra “modelo” esta
probablemente relacionado con los bien conocidos modelos planetarios del
sistema solar, donde el interjuego de los movimientos planetarios y lunares
causados por la gravitacion esta dado burdamente por medio de un artefacto
mecanico; siendo meramente un modelo, se hace justicia a la cinematica
aunque no a la dinamica de los movimientos celestes, mientras que por
razones practicas los radios de la esferas que representan a los cuerpos
celestiales son desproporcionados unos de otros asi como cuando son
comparados con los tamafos de las orbitas. Tan conocido como puede ser el
modelo atdmico de Rutherford-Bohr, éste describe el atomo y sus
manifestaciones como un pequefo sistema solar, con extrafias restricciones
impuestas a sus posibles érbitas; su caracter de modelo se apoya en las
condiciones ad hoc a las cuales las orbitas estan sujetas, y las suposiciones
ad hoc con respecto a los saltos de una 6rbita a otra que son incompatibles
con las leyes de la fisica clasica. Un modelo mas reciente es el que considera
al nucleo atbmico como una gota liquida, en el cual los protones y neutrones
son considerados como parte del fluido - una tipica idea de modelo
simplificante. Un ejemplo particularmente revelador es el modelo cosmoldgico
del universo en expansion. Fue originalmente ideado como una explicacion
puramente cinética del vuelo para todos lados de las galaxias pero a medida
que paso el tiempo, se enriquecidé con numerosos rasgos de dinamica y de la
fisica de las particulas elementales, a pesar de que todavia se la entendia
como un modelo groseramente simplificado de la evolucién del cosmos.

Todos estos son modelos idealizados, que introducen precision matematica a
una realidad fisica mas burda o simplifican una realidad de la que tacitamente
se esta de acuerdo de que es mas compleja que el asi llamado modelo.
Extrafiamente, el primer uso del término “modelo” en matematica apunta
justamente a lo contrario: modelos concretos de figuras geométricas
abstractas en yeso, alambre o carton. El mismo matematico que habia
mandado a hacer una gran coleccion de aquellos modelos geométricos -Félix
Klein- fue también -si no me equivoco- el primero en aplicar el término
‘modelo” dentro de la matematica misma. Me refiero aqui a la imagen no
euclideana dentro de la geometria proyectiva -la invencion de Cayley que fue
interpretada como un modelo de Klein con el fin de concretizar la forma
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abstracta de ver geometria no euclideana dentro del marco de la proyectiva
que parecia mas concreta. A pesar de no ser tan palpable como modelos de
yeso, este modelo es ciertamente mas accesible para la visualizacién que su
pre-imagen. El ejemplo de Klein fue la raiz del presente concepto de modelo
con respecto a sistemas axiomaticos: lo que esta implicitamente dado por los
axiomas formales es hecho explicito por medio de un objeto matematico
adecuado que, por asi decirlo, llena la forma axiomatica con lo que parece
contenido sustancial. Por ejemplo, un grupo particular o grupos de
transformaciones en general funcionan como modelos del concepto de grupo
definido general y axiomaticamente. O el espacio euclideano tridimensional
en particular puede servir como un modelo de espacios lineales o métricos,
axiomaticamente definidos. En la escala de concretizaciones, sin embargo,
se puede progresar aun mas, saliendo de la matematica pura y considerando
el espacio fisico o meramente experimentado como un modelo de su pre-
imagen definida axiomaticamente.

Sélo para respetar la completitud, he mencionado este uso del término
“‘modelo” que es realmente lo opuesto al término con el que comenzamos De
hecho, en el presente contexto no nos atafien modelos de sistemas
axiomaticos, que son profusamente usados en investigacion fundacional, sino
mas bien la modelizacion en el sentido de idealizacion. De esta manera
estamos en condiciones de simplificar situaciones complejas que son
dominadas por teorias matematicas de gran complejidad para ser practicas, o
que son solo accesibles por medio de teorias matematicas ad hoc.

Ya que nuestro tema es la modelizacibn como un aspecto de la
matematizacion, me gustaria enfatizar que en el presente contexto deberia
rapidamente incluir modelos tangibles concretos tales como los tuneles de
viento en los que son testeados los modelos de aeroplanos y las
simulaciones de laboratorio de las teorias hidrodinamicas. En otras palabras,
los modelos que son evaluados por observacion mas que por matematica,
aunque su mera construccion requiriera mas matematica que el
procesamiento de modelos mucho menos tangibles. Ni siquiera excluiria
simulaciones computacionales de estos modelos tangibles, en los cuales la
evaluacion factica requiere de menos matematica que la actividad de
simulacién. Por otro lado, me opongo fuertemente a la moda de pegar la
etiqueta de “modelo” a cualquier sistema de ecuaciones algebraicas,
diferenciales o integrales (relacionadas con o surgiendo de la investigacion
aplicada), “modelo matematico”, como les gusta llamarlo. De acuerdo con mi
terminologia, un modelo es justamente el, a veces indispensable,
intermediario mediante el cual una realidad o una teoria compleja es
idealizada o simplificada para lograr ser accesible a un tratamiento
matematico mas formal. Por lo tanto, no me gusta el término “modelo
matematico” en un contexto en el cual falsamente sugiere que la matematica
se aplica directa o indirectamente al medio ambiente. De hecho, esto
solamente permanecio cierto mientras la matematica estaba fuertemente
enmarafada con el entorno. Yo pongo tanto énfasis sobre el rol del modelo
como intermediario porque la gente demasiadas veces no tiene conciencia de
su indispensabilidad. Con demasiada frecuencia las formulas matematicas
son aplicadas como recetas en una realidad compleja que no tiene ningun
modelo intermediario para justificar su uso.

La probabilidad y la estadistica son ejemplos particularmente llamativos. En
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probabilidad la urna de la cual se sacan las fichas, al igual que otros
dispositivos al azar, es el modelo por medio del cual uno intenta matematizar
todo en el mundo que parece ser condicionado por el azar: la polinizacion de
las plantas por otras de la misma especie, casamientos o muertes en una
poblacion, que son vistas, correctamente o no, como si el formar pareja y la
muerte se decidieran por tiros de suerte. Este modelo alcanza para
aplicaciones simples de probabilidad en estadistica. Por lo que sé, sin
embargo, no existen modelos para mediar el uso convencional -0 deberé
decir ritual- de coeficientes de correlacion y regresion y analisis factorial en
un cierto tipo de investigacion social, en especial educacional: estas
herramientas han sido simplemente copiadas de otras ciencias donde estan
razonablemente justificadas por modelos intermediarios.

Mirando para atras me doy cuenta que me he quedado mas en modelos que
en la modelizacion, y en términos mas bien generales. Puede ser que fuera la
sospecha de que esto pudiera ocurrir la verdadera razon por la cual dudé
tanto tiempo en abordar este tema. Por supuesto, que podria haber saturado
al lector con un catalogo de modelos convencionales, tales como osciladores
armonicos, redes eléctricas, matrices de transicion, procesos de difusion,
juegos, mecanismos de direccion, dinamica de poblaciones, colas, etc.
Algunos de estos modelos, con un gran dominio de transferencia, valen sin
duda la pena ser adquiridos por los estudiantes de los que se espera le den
un buen uso. Por el otro lado, aunque sea vagamente, defini modelizacion -
como idealizacion y simplificacion- y di en el clavo: para captar lo esencial de
una situacion (estatica o dinamica) y enfocarlo dentro de lo que antes llamé
un contexto rico y, a medida que las cosas progresan, dentro de contextos
cada vez maés ricos. Este, entonces, es el punto de vista desde el cual voy a
continuar buscando aspectos de la matematizacion

Buscando lo esencial,

Esto es buscando dentro de un contexto, lo que puede significar
* dentro de una situacion y a través de situaciones

* dentro de un problema y a través de problemas

* dentro de un procedimiento y a través de procedimientos

* dentro de una organizacién y a través de organizaciones

* dentro de un esquema o a través de esquemas

* dentro de un algoritmo o a través de algoritmos

* dentro de estructuras o a través de estructuras

* dentro de una formulacion y a través de formulaciones

* dentro de una simbolizacion o a través de simbolizaciones
* dentro de un sistema axiomatico y a través de sistemas axiomaticos

¢ Por qué esta multiplicidad de y “a través”™? Porque descubrir caracteristicas
comunes, semejanzas, analogias, isomorfismos es la forma de llegar a

* generalizar

como un habito subconsciente o0 como una actividad mas o menos conciente.
Mas a menudo de lo que uno tiende a creer, la generalidad se logra mediante
la experiencia de aha (de comprension) de un simple

*  paradigma

solamente para ser reforzado por unos pocos (aunque no necesariamente)
mas. Ahora,
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* generalizar paradigmas
es lo contrario a
* ejemplificar ideas generales
qgue, si son impuestas, es una instancia de lo que he tendido a denominar
“‘inversion antididactica”, que trataré mas adelante. De todos modos,
* enfocar la generalidad problematica paradigmaticamente
es una valiosa
* actividad heuristica
a ser distinguida de la heuristica de moda, que se entiende como un kit de
herramientas prefabricadas.
Cuando destaqué la eficacia del paradigma unico, tenia en mente el
surgimiento repentino de objetos y operaciones mentales nuevos. Sin
embargo, los objetos y las operaciones pueden hacerse rutina a través de la
practica diaria y finalmente cansar lo suficientemente para provocar
* el camino mas directo,(eficiente) y atajos (acortamientos)
que pueden llevar a
*  progresiva

organizacion

esquematizacion

estructuracion
y en particular, en lo concerniente a lo simbdlico y al lenguaje imbricado, a la
*  progresiva

formalizacién

algoritmizacion

simbolizacion

Un aspecto particularmente importante de matematizar es el de

* reflexionar sobre las actividades propias

que pueden instigar a

*  cambiar de perspectiva

con el posible resultado local de

*  poner las cosas patas para arriba

y el global de

e axiomatizar

las que nuevamente, si impuestas, son instancias de inversion antididactica.

1.3.3 Ejemplos

(Continuan en 1.3.5)

1. Encuentre el punto medio entre 16 y 72 en la linea numérica. Los nifios
que yo observé corrian uniformemente los dos puntos uno hacia otro,
primero por unidades, y luego por pasos mas largos, en particular por
pasos de 10. Para abreviar llegaron a dividir por dos la diferencia, y
adicionar la mitad al numero mas pequefio. En términos generales esto
significa la expresion a+1/2(b-a) que en algebra equivale a la mas usual 2
(a+b). Luego que sugeri que alejar uno de otro los dos numeros también
mantendria el medio, los nifios finalmente corrieron el numero menor
hacia el 0 y por consecuencia el mas grande hacia a+b que, por asi
decirlo, muestra la expresion usual para el punto medio.

Mas que imponer un método para encontrar el medio entre dos numeros,
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les es permitido desarrollarlo gradualmente, a través de Ia
esquematizacion progresiva. Para alcanzar la generalizacion de este
esquema, un paradigma parece ser suficiente, aun mas alla del dominio
de los numeros enteros. Si es verbalizado, la solucion general “Yo
adiciono los dos numeros dados y divido por 2” puede ser reformulada via
la etapa “la mitad de la suma de los dos numeros dados” en lenguaje
algebraico y, de esta manera, contribuir a motivar la creacion y el uso del
lenguaje algebraico.
Otra indicacion generalizadora puede ser haciendo la pregunta original
con respecto a mas de dos numeros, con el fin de establecer el objeto
mental del promedio y el esquema de promediar. S6lo si uno esta
satisfecho con las generalizaciones formales esto puede ser hecho por
medio de “la suma de los numeros dados dividido por tantos como sean
dados”, o su equivalente algebraico. Por otro lado, tan pronto como se
proponen como objetivo los contenidos, uno deberia buscar situaciones
en las cuales la adicion visualizada se imponga de una manera natural o
aun implicita a la situacién. Por ej., no la adicion de edades, tamafios,
precios, etc., sino mas bien consumos diarios de ciertos comestibles,
horas de trabajo, los recibos o los gastos de una persona durante una
semana o mes. O dada la consumicion total de alguna comida u otro
producto de alguna poblacion, preguntar por la consumicion per capita, o
en cuanto a la velocidad por segundo, como derivada de la velocidad por
hora.
Seria demasiado entrar en mas detalle tratando el concepto de promedio
solamente en pro de la esquematizacion y la formalizacién. Sin embargo,
voy a mencionar una generalizacion mas del concepto de “medio”™: el
‘medio” de una figura plana o un cuerpo solido. Muchos aspectos de la
matematizacion son requeridos para contestar las preguntas que pueden
ser planteadas en este contexto.

Si una canilla llena una palangana en una hora y la otra en dos horas,
¢cuanto tardaran ambas en llenarla?
Este problema de venerable antigiedad (junto con otros venerables como
por ejemplo, el de los dos trabajadores trabajando juntos, dos personas
sobreviviendo juntas con una cierta cantidad de comida, etc.) parece
ridiculo solamente en la medida en que no es integrado al contexto mas
amplio de la matematizacién, se espera que sea resuelto de acuerdo con
los esquemas tradicionales impuestos. Los nifios a los cuales se les
plantee el problema dividieron la palangana en dos partes, cada una de
las cuales se supuso seria llenada separadamente por una de las canillas,
dos tercios de la palangana por la “mas grande” y un tercio por la mas
“chica”, de manera tal que ambas partes fueron llenadas en dos tercios en
una hora. Aun cuando numeros mas grandes fueron dados, los nifios
siguieron haciendo este razonamiento de visualizada proporcionalidad,
apoyado, por ejemplo por la sustitucion de un numero de canillas “lentas”
por una de canilla “rapida”. Esto diverge fuertemente del esquema
tradicionalmente sancionado de reduccion a una hora. Si las dos canillas
llenan la palangana en a y b horas, respectivamente, entonces en una
hora la primera llena 1/a y la segunda 1/b de la palangana, por lo tanto
ambas juntas logran 1/a+1/b de ella y toda la palangana en
1 = ab/atbhoras
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1/a+ 1/b
El razonamiento de los nifios, sin embargo, corresponde a dividir toda la
palangana segun la razon b:a, para ser llenada separadamente por las
dos canillas, de manera que b/a+b de la palangana sea llenada por la
primera, que es entonces el factor mediante el cual las a horas originales
deben ser reducidas. Sorprendentemente, tan pronto como este tipo de
problema toma la forma de dos personas caminando una hacia la otra con
diferentes velocidades, los adultos que estan familiarizados con este tipo
de problema generalmente no notan su isomorfismo con los otros sino
que lo resuelven por medio de graficos lineales espacio—tiempo. Parece
que las distancias a ser distribuidas entre dos personas son mas proclives
a producir estrategias geométricas que las cantidades de agua de canilla,
trabajo, comida, etc. Los objetos mentales tales como “velocidad” son
basicamente esquematizados y formalizados de dos maneras-opuestas:
espacio por tiempo y tiempo por espacio. El segundo es particularmente
preferido cuando se comparan logros deportivos. EI consumo de gasolina
es otro ejemplo de la esquematizacién melliza: el conductor estima cuan
lejos puede llevarlo un tanque lleno con el fin de saber si puede cubrir una
cierta distancia con un tanque.
Si uno es conciente de la multiplicidad de fendmenos relacionados con
estas esquematizaciones mellizas y de la importancia de la interrelacion
de sus componentes, el problema de la palangana y las canillas, y sus
compafneros comienzan a parecer menos ridiculos. La adicion y el calculo
de promedio armonico (esto es, luego de la transformacion en reciprocos)
es en efecto un esquema preciado. Para ser adquirido, requiere de una
cuidada esquematizacion guiada.

3. El criterio de divisibilidad por 9, como se aprendié en la escuela, es
dificiimente matematica, pero lo es desafiar su validez. El sistema
posicional, modelado por el abaco, puede ser fuente de esquematizacion:
si el numero dado es representado por bolitas en los arcos del abaco;
entonces transferir una bolita de un arco a otro significa cambiar el
numero por un multiplo de 9; entonces si todos ellos son transferidos al
arco unidad, resulta que el médulo 9, el numero mismo es igual a la suma
de sus digitos Este razonamiento se extiende por generalizacion a otros
sistemas posicionales.

4. Respecto de la esquematizacién, los porcentajes son un instrumento
de demasiado alcance para tratar aqui en profundidad. Sélo indicaré
una caracteristica ya que es de extrema importancia: el cambio en la
estructuracion.

De p : por ciento mas o menos a (1 + p/100) o (1 - p/100) veces

5. ¢ Cuando una de las agujas del reloj cubre a la otra? Las series infinitas, el
algebra simple o los graficos lineales pueden contestar esa pregunta, pero
una vez respondida, un atajo produce el mismisimo esquema: durante un
giro completo de la aguja corta, la aguja larga gira 12 veces, en
consecuencia, pasa a la corta 11 veces cada 12 horas a intervalos
iguales. Este es un esquema de largo alcance, que se aplica a otros para
explicar unos cuantos fendomenos astronémicos.

6. Diez nifios estan en un cumpleafnios; hay dos varones mas que nifias.

Una lata de leche con leche pesa 10 kg. La leche que queda en ella pesa

2 kg. mas que la lata vacia.

40



Pollos y conejos en una granja: 13 cabezas y 36 pies.

Comenzando por ensayo y error, cosa que se vuelve menos eficaz con
numeros mayores, los nifios comienzan a usar una rica variedad de
esquemas preferentemente visuales para contestar a las preguntas
referidas. Los razonamientos comienzan con Si: Si cada nifia toma a un
varon,... Si cada conejo fuera un pollo,... Una vez mas se llega al final de
la generalizacion a través del algebra.

7. En caso de que todavia no lo conozcan, deténganse a pensar en el
siguiente problema: Hay una multitud de gente que cumple que entre cada
5 personas hay por lo menos 2 de la misma edad (podria haber mas de
una misma edad). jDemuestren que cada 17 de ellas hay por lo menos 5
de una misma edad! Quizas trataran de abordarlo a partir de varios
esquemas visualizados solo para terminar cambiando la perspectiva: De
hecho, no hay mas que cuatro edades diferentes.

8. Dos jugadores tienen una pila de fosforos de la que sacaran, por turno,
entre uno y diez fosforos. El que saca los ultimos fosforos gana el juego.
Dado que el ganador finalmente explica la estrategia al perdedor,
finalmente casi toda la gente sabe como resolverlo. Asi que trabajemos
con el siguiente juego que requiere distintas reglas:

Dos jugadores tienen una pila de fésforos de la que sacaran, por turno,
una cantidad de fosforos que seran una potencia de 2 (1, 2, 4, 8, 16, ...).
Una vez mas el jugador que saca los ultimos fosforos gana el juego.

Si la pila es de 1 6 2, el primero en jugar gana; si es de 3, pierde; si es de
4 gana, al igual que con 5 sacando 2, deja al otro jugador en la posicion
de perder 3. Si la pila fuera de 6, sin embargo, ya sea que sacara 1,2 6 4,
cederia la posicion ganadora al contrincante y, en consecuencia, perderia.
7y 8 se pueden salvar sacando 1y 2 respectivamente pero 9 es, otra vez,
la posicién perdedora. Continuando asi, uno se daria cuenta de que los
multiplos de 3, y no otros numeros, ocasionan la posicion perdedora para
el jugador a quien le toca jugar. ;Como se puede probar esto? El
resultado sugiere el modulo aritmético 3. Las potencias de 2 modulo 3
equivalen a 1 6 2. De manera que no interesan para nada todas esas
potencias de 2 “eruditas” sino que todo se reduce a sacar uno o dos
fésforos: una pequena variacion del viejo juego.

Otra variante: solo se pueden sacar numeros primos (el 1 incluido). Una
vez mas, hacemos una lista de las posiciones ganadoras y perdedoras
para el jugador de turno:

Claramente

1,2,3,5,6,7,9, 10, 11,...son posiciones ganadoras

4, 8, 12,...son posiciones perdedoras.

En efecto, cualquiera sea el primo que se reste al 12, por ejemplo, otorga
la posicion ganadora. Sin embargo, restando 1, 2 6 3 de un numero en la
sucesion superior pone al otro jugador en la sucesion inferior. Esto
sugiere que el moédulo aritmético 4, rebaja al juego al viejo con solo
reemplazar 10 por 3.

Aun una version mas: Los numeros que pueden sacarse son el 1y el 4.
Luego las posiciones

1,3,4,6,8,9, 11,... son posiciones ganadoras

2,5,7,10, 12,... son posiciones perdedoras.
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Maodulo 5,

1, 3, 4 son ganadoras,

y 0, 2 son perdedoras.

En efecto, el jugador a quien le toca jugar en el primer tipo de condicion
puede contestar cualquier movida -1 por -4 y viceversa, y, en
consecuencia conservar su condicion.

Los juegos propuestos aqui muestran caracteristicas similares. ¢ Cual es
la naturaleza mas profunda de su similitud? § Son soélo paradigmas de uno
mas general?, y de ser asi, {cémo se formula esto?

En lugar de comenzar paradigmaticamente en cada caso como hicimos, la
forma usual de presentacion es comenzar con el resultado final para
probarlo: la inversion antididactica. Presentamos un final abierto mas que
un resultado final.

9. Una secuencia de discos 1, 2, 3,...; de un lado, negros; del otro, blancos.

Al comenzar, todos tienen el lado negro hacia arriba. Se dan vuelta todos
los discos con numeros pares, luego todos los divisibles por 3, luego
todos aquellos divisibles por 4, y asi sucesivamente. Cuales quedaran al
final con el lado negro hacia arriba? Las personas comienzan
experimentalmente, luego buscan los divisores primos y cosas por el
estilo, sélo para terminar por el atajo que cualquier divisor no-trivial k de n
tiene su divisor reciproco n/k, ambos coinciden sélo en el caso en que n
sea un cuadrado. Una exposicion clara comenzaria justo en este punto.

10. Esquematizar experiencias como las siguientes nos lleva a la idea del

11.

conteo multiple: tres aristas que se encuentran a cada lado de los ocho
vértices de un cubo parecerian resultar en ocho veces tres lados mientras
que, de hecho, no hay mas que 12 de ellas.

Dibujen una linea punteada a través de los 5 puntos (fig. 2) del Cinco de

un dado,
@ ‘0
® O

Fig. 2

tocando cada punto s6lo una vez, nada mas. ¢ Cuantas figuras diferentes
se pueden obtener?

Primero, debe esquematizarse la idea de “figuras diferentes”, que se hace
a través de lo que llamamos congruencia. Luego, se debe estructurar el
procedimiento de conteo clasificando apropiadamente, por ejemplo, con
respecto al punto del medio de Cinco: tomarlo como el principio, como la
primera parada, como la segunda parada, y continuar de este modo con
un vértice.

12. Un aspecto muy distinto de la matematizacion pero uno de los de los
problemas anteriores se ejemplifica con el famoso “granos sobre el tablero de
ajedrez”: Para calcular 264, se reemplaza 210 por 103. Este es un ejemplo de
esquematizacion numerica.
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13. Hasta ahora he desatendido las caracteristicas linguisticas de la
matematizacion. Asi que, para elegir, consulté [87, IV, 15]. Elegir significa
perder, lo que no me gusta. Asi que, por favor, jhagan lo mismo que yo!

14. Tampoco le presté demasiada atencioén al cambio de perspectiva. Este es
un tema particularmente rico como se manifiesta a partir de los ejemplos [87,
IV, 16]. Por de pronto podria agregar muchos mas pero no lo haré. Este tema
merece un tratamiento mucho mas sistematico, el cual no me atrevo a
comenzar.

15. Un barril cerrado en su parte superior excepto por 4 agujeros que forman
un cuadrado (Fig. 3).

Fig. 3

Justo debajo de los agujeros hay cuatro discos; de un lado, negros y, del otro,
blancos (aunque el color es invisible). Al jugador se le permite elegir uno o
dos agujeros y dar vuelta los discos correspondientes. Después de esta
operacion, se rota el barril al azar sobre su eje vertical hasta que quede en
otra posicidén, con todo de manera tal que el jugador no pueda identificar los
agujeros que eligié antes, Se repite la operacién ad libitum. Tan pronto como
todos los discos muestran el mismo color en su parte superior, suena una
campana y el juego termina.

iBusquen una estrategia que garantice que todos los discos mostraran el
mismo color al final!

Este problema es una rica mina en caracteristicas de la matematizacion. Ya
que no me gustaria desilusionar a los lectores que disfrutarian resolver el
problema por si mismos, relegué la solucion a un Apéndice.

1.3.4. Matematizando - horizontal y verticalmente

Treffers en su tésis ® de 1978, distinguié la matematizacion horizontal de la
vertical -no agudamente sino con algunas reservas: la matematizacion
horizontal, que hace que un campo de problemas sea accesible al
tratamiento matematico (matematico en el estrecho sentido formal) versus la
matematizacion vertical, que efectua el proceso matematico mas o menos
sofisticado. Por mucho tiempo yo dudé en aceptar esta distincion. Me
preocupaba la equivalencia tedrica de ambos tipos de actividades y, como
consecuencia, su estatus igual en la practica, que temia fuera puesto en
peligro por esta distincion. jCuan a menudo he sido decepcionado por
matematicos interesados en la educacién que estrechaban la matematizacion
a su componente vertical, lo mismo que por los educacionalitas que se
volcaban a la educacion matematica restringiéndola a la horizontal (para usar
la terminologia de Treffers)!. Finalmente me he reconciliado con la idea de
esa distincion, inclusive hasta el punto de apreciarla positivamente; agrego
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algunos matices a su formulacion, pero de una manera que respeta las
intenciones de Treffers, por lo menos eso creo. He aceptado la distincion por
sus consecuencias en la educacibn matematica y, en particular, por
caracterizar los estilos educacionales. Explicaré esto en detalle cuando trate
los marcos tedricos de la educacion matematica (3-1-2).

Caractericemos la distincion de la siguiente manera: la matematizacion
horizontal lleva del mundo de la vida al mundo de los simbolos. En el mundo
de la vida uno vive, actua (y sufre); en el otro, los simbolos son formados,
reformados y manipulados mecanica, comprehensiva, reflexivamente; esto es
la matematizacion vertical. El mundo de la vida es lo que se experimenta
como realidad (en el sentido en el que usé la palabra antes), como es el
mundo de los simbolos respecto de su abstraccién. Sin duda, las fronteras de
estos mundos son mas bien vagamente marcadas. Los mundos pueden
expandirse y comprimirse, también a costa de uno u otro. Algo puede
pertenecer en una instancia al mundo de la vida y en otra, al mundo de los
simbolos (sistemas de rutas, mapas geograficos, figuras geomeétricas,
facturas, mesas, formularios a llenar, etc.). El numero natural puede ya
pertenecer al mundo de la vida, mientras que la adicidn abstracta aun
requiere esquemas simbdlicos. La adicion abstracta puede haber sido
incorporada al mundo de la vida, mientras que la cognicion de su
conmutatividad (o multiplicacion basada en ella) aun necesita modelos que
son procesados y cuya equivalencia es comprendida en el mundo de los
simbolos. Para el matematico experto los objetos matematicos pueden ser
parte de su vida de manera bastante diferente que para el novato. La
distincidn entre matematizacion vertical y horizontal depende de la situacion
especifica, la persona involucrada y su ambiente Ademas de estas
generalidades, ejemplos de varios niveles son la mejor manera de explicar la
diferencia entre matematizacion horizontal y vertical

1.3.5. Ejemplos

1) Contar: Para contar un conjunto sin estructura de objetos o eventos debe
ser estructurado manual, visual, acustica o mentalmente; mientras que en
un conjunto mas o menos estructurado, la estructura disponible deber ser
descubierta o reforzada. Esto requiere de matematizacién horizontal.
Aplicar la secuencia de conteo a esta estructura (creada o descubierta),
por el otro lado, es matematizacién vertical, que dependiendo de la
estructura, puede tener lugar de una manera mas o menos sofisticada:
usando multiplicacion, por ejemplo, para contar un conjunto presentado o
interpretado en una estructura rectangular.

2) Mas o menos: estructurar dos conjuntos dados simultaneamente puede
ser matematizacién horizontal mientras que averiguar cual es parte de
cual puede ser matematizacién vertical. O, a otro nivel, contar ambos
puede ser matematizacion horizontal; mientras que en este caso recitar la
secuencia numeérica y escuchar qué numero precede a cual, puede ser
matematizacion vertical.

3) Sumar: Un problema que requiere de la adicion de cinco y tres bolitas
imaginarias que son adicionadas unas a otras puede ser matematizacion
horizontal por el “esquema de dedos”, mientras que contar los dedos
puede aun ser matematizacion vertical. O a otro nivel, el problema
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precedente es matematizado horizontalmente por la suma aritmética 5+3,
que es resuelta verticalmente contando consecutivamente, o por el
reemplazo de 4+4, o de memoria.

4) Sumar: Si el dominio de los numeros hasta 10 pertenece al mundo de la
vida, entonces resolver 8+5 de la manera (10-2)+(5+2)=10+5 puede ser
matematizacion vertical, mientras que las estructuras de ambos
sumandos han sido obtenidas horizontalmente.

5) Conmutatividad: Reemplazar 2+9 por 9+2 puede ocurrir debido a
matematizacion horizontal si 2 y 9 son combinados visual o mentalmente
como conjuntos linealmente estructurados y su combinacion es leida
hacia atras. Puede ser verticalmente interpretado en la medida en que la
ley de conmutatividad sea generalmente aplicada

6) Sumar: Es un signo de matematizacion vertical cuando la adicién es usada
en situaciones como la que sigue: luego de que las distancias A a By de
B a C han sido recorridas, la distancia de A via B a C, en vez de ser
recorrida nuevamente, es obtenida por adicion.

7) Multiplicar: cinco veces ocho (cosas) puede ser matematizado
horizontalmente por un esquema rectangular de 5 filas de 8 cada una. En
matematizacion vertical, esto es por ejemplo leido como una secuencia 8,
16, 24, 32,40.

8) Multiplicar. A la larga, la adicion de sumandos iguales es reconocida y
tratada como otra operacion, un proceso que comienza horizontalmente y
finaliza verticalmente.

9) Dividir: Cuando dividimos un numero de objetos por un numero de
personas (por ej., que juegan a las cartas y se reparten las cartas
alrededor de la mesa), uno puede empezar distribuyendo los objetos uno
por uno, o distribuyendo un numero igual de objetos a cada persona,
hasta que los objetos se acaben; ésta es la matematizacidén horizontal del
problema de la distribucion. La matematizacion vertical puede ser vista en
la busqueda de reparticiones grandes que se van incrementando
(finalmente tan grandes como sea conveniente) con el fin de acortar el
proceso. Este proceso es un ejemplo conspicuo de esquematizacion
progresiva (en el presente caso, algoritmizacion progresiva) finalmente
dirigida hacia el algoritmo standard de division larga.

10) Combinatoria: Si A y B son unidos por 3 rutas, y B y C por 4 rutas,
entonces ¢ cuantos caminos llevan de A via B a C? La matematizacion
horizontal es reconocer la estructura del problema, que puede comenzar
con conteo inteligente para terminar con matematizacion vertical por
medio del producto. Aplicar este “esquema de rutas” a otras situaciones
puede ser tanto matematizacion horizontal como vertical dependiendo del
caso. Si se reemplazan 3 y 4 por simbolos de letras, es matematizacion
vertical.

11) Razoén: La matematizacion de la semejanza visual, aritmética o
geométricamente, puede tener lugar a lo largo de un camino donde los
tramos horizontales y verticales alternan unos con otros, empezando con
afirmaciones como: lo que es doble en tamafo aqui, debe ser también
doble en tamafrio alli.

12) Razoén: Poner los resultados del futbol 2 a 1, y 3 a 2 como equivalentes,
puede ser refutado comparandolos con 4 a 3, 5 a 4, etc., lo que es una
trampa de la matematizacion vertical. Tratar de encontrar un método mas
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justo de comparacion puede requerir del uso de esquemas geométricos
introducidos horizontalmente y procesados verticalmente, o tablas de
proporcionalidad.

13) Linealidad: La razon puede ser mas matematizada verticalmente por el
esquema Yy el grafico de linea recta de la funcidn lineal, como pueden ser
matematizadas horizontalmente muchas situaciones de la vida cotidiana
que involucran la razon. La relacion entre la razdén constante y la
rectilinealidad es una accion de matematizacion vertical, como lo es la
relacion entre el valor de la razon y la pendiente del grafico. La
matematizacion horizontal de transacciones comerciales que incluyen
una razén tanto fija como proporcionalmente determinada es seguida por
una vertical de rasgos que relacionan la transaccion con los del grafico.

14) Numeros figurales: Los tamarfios y las relaciones entre numeros figurales
pueden ser un tema de matematizacion horizontal siempre que sean
geométricamente representados. Por ejemplo, (fig. 4): la suma de los
primeros numeros impares n es igual al cuadrado enésimo. O (fig. 5): la
suma de los n-1 numeros triangulares y el numero triangular n es igual al
cuadrado enésimo. Tan pronto como tales expresiones y relaciones son
puestas en formulas para ser procesadas, la matematizacion vertical
asume esto, que en el tiempo fue experimentado horizontalmente. Los
pasos inductivos requeridos para probar tales relaciones son nuevamente
de caracter vertical. Verbalizar la induccion completa, como lo exige la
prueba es nuevamente un acto de matematizacion vertical

15) El triangulo de Pascal. Esta situacion es similar a la precedente. En tanto
el triangulo es dado como tal, las numerosas relaciones entre sus
elementos son obtenidas por matematizacién horizontal. La expresion
algebraica usual de los coeficientes de un binomio requiere de la
matematizacion vertical, como los conocidos problemas de combinatoria
relacionados al triangulo de Pascal.

16) Area: Las areas delimitadas por bandas elasticas en el geoplano son
obtenidas numéricamente por matematizacion horizontal. De esta
manera, el descubrimiento de que triangulos con igual base y altura tiene
también igual area parece sorprender aun a bastantes adultos que
aprendieron geometria en la escuela. Relacionar esta experiencia con la
férmula para el area triangulos requiere de matematizacion vertical.
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