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LAS MUNDO DE LAS TRANSFORMACIONES

Adriana Rabino
Introduccion

La geometria ofrece innumerables oportunidades para que los estudiantes desarrollen
habilidades (visuales, de ubicacion, de construccion, de comunicacién, de
razonamiento), resuelvan problemas significativos, elaboren conjeturas, demuestren
propiedades...y se puedan divertir y aprender haciéndolo.

Entonces, ¢qué pasa con su ensefianza?

Muchas veces parece que ésta es una “carga” para el docente y por ende para el
estudiante. ¢Cdmo es posible que algo tan cercano y usado en nuestra vida cotidiana
se ignore en la escuela? La geometria no pasa por hacer sélo construcciones con
elementos de geometria, clasificaciones de figuras, o memorizar propiedades. Hay
todo un mundo de actividades y procesos para preparar nuestras clases que llevan al
estudio del espacio desde el punto de vista geométrico.

Desde esta dptica nos vamos a introducir en el mundo de las transformaciones.

Lo que se trabaja de transformaciones geométricas en secundaria (y un poco en
primaria) esta acotado a la construccién mecanica de movimientos rigidos y de la
semejanza (en el plano) en ejercicios estereotipados. No se profundizan los usos de
estos movimientos ni sus propiedades, ni en la realidad ni en la geometria misma.
Ademas de estas transformaciones, donde se mantiene la forma de las figuras (tanto
en el plano como en el espacio) existen otras mas complejas que, aplicadas a una
figura, alteran su aspecto, tales como las proyectivas, afines, topoldgicas, que se las
puede estudiar a través de las invariantes que las caracterizan.

Entonces se proponen una serie de actividades (con sus posibles soluciones vy
comentarios) con una vision holistica de las transformaciones, de una manera global e
integrada para que tengan mayor significado para el estudiante. Las mismas
corresponden a distintos niveles (desde primaria a nivel superior); queda a criterio del
docente elegir las que crea conveniente. En este sentido, se abordard el contenido
desde distintos angulos: primero apuntando al concepto de transformacién en general,
luego como resultado de una proyeccion de rayos de luz paralelos o desde un foco (a
distancia finita), desde un plano a otro (paralelos entre si o no), analizando las
invariantes. Esta propuesta no se enfocara tanto en las construcciones de las
transformaciones (aunque se hardn algunas) sino mas bien en los conceptos que
conllevan, su aspecto funcional y su relaciéon con el algebra. Para ello se usard como
soporte algun software de geometria dindmica como Cabri o GeoGebral,
especialmente para las isometrias, la semejanza y la inversion.

! Consideramos que el valor de los programas de geometria dindmica se centra especialmente en
“barrer” multiplicidad de casos para que los estudiantes hagan conjeturas y generalicen, no solo para
realizar construcciones.



No se estudiard el grupo de transformaciones desde el punto de vista de grupos
algebraicos.

Se seguird un proceso de matematizacion progresiva (en este caso, geometrizacion
progresiva). Esto significa empezar las actividades propuestas con contenidos de la
vida real, atractivos y faciles de realizar, para ir avanzando hacia niveles pre-formales y
finalmente de formalizacién.

Se presentan, en un principio, imagenes de obras “distorsionadas” para que se
visualicen y describan cual/es son las transformaciones que se ven en ellas.

Luego se propone trabaja con material concreto (sombras, telas de red, globos de
caucho) para poder descubrir los elementos invariantes al efectuar las
transformaciones indicadas, y analizar las semejanzas y diferencias entre ellas para
luego organizar toda esa informacién en un cuadro.

A partir de alli se plantea trabajar cada una de las transformaciones (congruencia,
semejanza, afin, proyectiva y topoldgica) en forma mas rigurosa, conectando algunas
de ellas con el dlgebra y su aspecto funcional y analizando sus invariantes. Se hardn
algunas construcciones geométricas para su mayor comprension y se trabajard con
algun software de geometria dindmica (GeoGebra o Cabri). Por ultimo, se vera la
transformacién de inversién en contexto matematico con el soporte de GeoGebra.

Finalmente se anexan dos materiales para poder ser trabajados en forma
interdisciplinaria con otras areas (Geografia y Arte): el primero consiste en ver las
proyecciones del globo terrdqueo sobre un plano, analizar cudl es apropiada segun el
objetivo que se necesite desarrollar, detallando cada una con sus pros y sus contras ya
que, en definitiva, no se puede hacer una proyeccién perfecta del globo terraqueo
sobre un plano. En el segundo anexo se ven obras de arte a lo largo de la historia,
destacando periodos histéricos en que se ponderaba lo social o religioso. En cambio,
en otros momentos, se intenté reproducir la realidad de la mejor manera, y para ello
se recurrid a conocimientos matematicos y geométricos como la proyeccién y la
perspectiva.

Los contenidos que se tratan son los siguientes:
e Transformaciones: métricas (isométrica, semejanza), afin, proyectiva,
topoldgica, inversion. Aspectos: geométrico, algebraico, funcional.
e Cartografia (distintos tipos de proyecciones).
e Lageometria en las obras de arte.




ACTIVIDADES

TRANSFORMACIONES EN EL MUNDO

OBRAS ESPECTACULARES

1. No es wusual ver un edificio en
movimiento que va cambiando su forma
permanentemente, pero el avance de la
ingenieria y de la tecnologia nos permite
conocer maravillas como ésta, LA TORRE
ROTATIVA DE DUBAI (UEA):

En este edificio se tiene la opcidn de ver el
amanecer en el dormitorio y disfruta los
atardeceres sobre el océano mientras se
cena. Como si fuera poco, este increible
“milagro” de la ingenieria produce energia
por si mismo, y hasta para otros edificios
porque tiene turbinas de viento encajadas
entre cada piso de rotacion.

Describir la transformacion que se va produciendo en la torre.



2. Observar los siguientes edificios. ¢Cudl/es fue/ron la transformacién/es que se les

pudo haber realizado suponiendo que el edificio original tenia una construccién
convencional? Describelas.

The Crooked
House (La
casa torcida,
Sopt,
Poland)

La Pedrera
(Barcelona, Espafia)
(obra de Gaudi)



Wonder works (Trabajos maravillosos) (Pigeon Forge, TN, USA) (1)

Wonder works
(Trabajos
maravillosos)
(Pigeon Forge, TN,
USA) (2)

3. La béveda de la Capilla Sixtina de la ciudad del Vaticano (Roma) contiene un
conjunto de pinturas al fresco realizadas para decorar la misma. Fue pintada entre
1508 y 1512 por Miguel Angel Buonarotti, es una de las obras pictéricas mas complejas
de toda la historia del arte.

El techo de la Capilla Sixtina esta dividido en varias secciones, que representan las
nueve escenas del Génesis (Biblia) y que son las que reciben mayor atencién por su
complejidad. Sobre los lunetos de las ventanas (bovedilla en forma de media luna
abierta para que entre luz natural) y las enjutas laterales (espacios triangulares
curvilineos) es donde estan los antepasados de Cristo, los tridngulos donde se
encuentran los tronos de los Profetas y las Sibilas y finalmente las enjutas de las
esquinas o pechinas donde estan las cuatro historias clave de la Salvacién del pueblo
de Dios (Israel).


https://es.wikipedia.org/wiki/Fresco
https://es.wikipedia.org/wiki/1508
https://es.wikipedia.org/wiki/1512
https://es.wikipedia.org/wiki/Miguel_%C3%81ngel
https://es.wikipedia.org/wiki/Capilla_Sixtina
https://es.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9nesis
https://es.wikipedia.org/wiki/Luneto
https://es.wikipedia.org/wiki/Enjuta
https://es.wikipedia.org/wiki/Profetas
https://es.wikipedia.org/wiki/Sibila
https://es.wikipedia.org/wiki/Pechinas
https://es.wikipedia.org/wiki/Israel

Las columnas (reales) que estan en los laterales se fusionan con el fresco al llegar a la
boéveda, lo que da la sensacidn de que esas columnas contindan (pensar que la boveda
tiene mas de 20 metros de altura, con lo cual, a la distancia, ese efecto es perfecto).
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Las nueve historias del Génesis estan representadas por escenas que ocupan el drea
central de la béveda. Una de ellas es La Creacién de Adan (Génesis |, 26: Entonces dijo
Dios: Hagamos al hombre a nuestra imagen, conforme a nuestra semejanza). Nadie
como Miguel Angel habia sabido plasmar este misterio de la creacién de la vida
humana con tanta sencillez y fuerza, teniendo la feliz idea de transmisidon de esa vida
por contacto de los dedos. Este fresco (como los otros nueve) mide 2,80m x 5,70m.

Miguel Angel primero hacia sus bocetos en papel y perforaba las lineas del dibujo con
un clavo. Luego sostenia el papel contra el techo y soplaba carboncillo pulverizado por
las perforaciones para marcar el boceto en el yeso humedo. Después pintaba
siguiendo las marcas, improvisando y detallando, a veces, conforme adquiria
confianza.

Pregunta: Dado que el techo de la béveda tiene forma semicilindrica, écdmo debia
deformar Miguel Angel sus bocetos en el papel (plano), para que al marcarlo en el
techo no se vieran deformadas las figuras desde abajo?



4. Describe, con tus palabras, lo que entiendes por transformacion.

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS

1. La torre va girando, pero cada piso gira con distinta velocidad y va generando ese
efecto que se ve en las fotos. Cada determinado lapso de tiempo vuelve a formarse la
torre en su estado original.

2. The Crooked House (La casa torcida, Sopt, Poland): las “lineas” rectas se hacen
curvas, en un sentido y en otro.

La Pedrera (Barcelona, Espafia, obra de Gaudi): las paredes, en vez de ser planas, son
onduladas.

Wonder works (Trabajos maravillosos) (Pigeon Forge, TN, USA) (1): estd “patas para
arriba”, el techo en el piso y el piso en el techo.

Wonder works (Trabajos maravillosos) (Pigeon Forge, TN, USA) (2): simula que se
quebré el edificio y se abrid.

3. Los estudiantes pueden probar de hacer un dibujo sencillo en una hoja rectangular,
doblarla como un semicilindro y de esta forma deducir cudl es la transformacion que
pudo haber realizado Miguel Angel. De ahi pueden inferir el camino inverso: cémo
hacer el dibujo deformado en el plano para que, al curvarlo se vea el dibujo
deseado.(Ver Proyeccion cilindrica en este documento).

4. Produccion libre.



LAS TRANSFORMACIONES EN GEOMETRIA

Como se clasifican las transformaciones
Para trabajar en grupos de tres.

Materiales: hoja de calcar, linterna, globos, trozo de tela de caneva

1. Jugando con las sombras.
Vea correr la liebre por la cortina, al ganso haciendo el ganso, al héroe y al
villano. Las manos del suefio siempre traen un suefio de la mano. (Sombras de
la China. Cancion de J.M. Serrat)

Hace un tiempo atrds, cuando no habia TV ni computadoras ni celulares ni
playstations, habia que rebuscarselas para jugar y divertirse, en especial los dias de
lluvia.

Uno de los juegos populares era el de las
“sombras de la China”: se trata de poner
un foco de luz proyectado en una pared y
con las manos haciendo sombra, descubrir
distintas formas (en general, de animales),
tal como se ve en la figura.

Vamos a realizar una experiencia mads sencilla, haciendo dibujos y proyectandolos en
otro plano. Pero con algunas condiciones que nos van a permitir descubrir qué cosas
se deforman y cudles no, bajo esas condiciones determinadas.

Las condiciones se van a referir a la posicién del plano donde se proyecta la figura con
respecto al plano donde se realiza el dibujo (si es paralelo o no). Y la otra condicién es
que si los rayos de luz que permiten la proyeccién de la sombra provienen de un foco o
si son paralelos entre si. Esto Ultimo parece raro, pero podemos suponer que los rayos
del Sol son paralelos (si bien provienen de un foco, éste esta tan lejos que los rayo
llegan practicamente paralelos a la Tierra).
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a. Hacer un dibujo con fibrén en un vidrio y ver cémo se proyecta en el piso a partir de
los rayos del Sol que entran por la ventana. Observar si se deformo la figura. En este
caso los planos (ventana y piso) no son paralelos. Ahora repetir la experiencia, pero
poniendo un plano paralelo a la ventana (por ejemplo, una hoja) para que se proyecte
la figura en ese plano. Observar si hay diferencia con la proyeccién anterior.

b. Realiza la misma experiencia, pero esta vez con un foco de luz (puede ser una
linterna, un retroproyector, un proyector o un cafién). Observar cémo varid la figura
original, ya sea que los planos sean paralelos o no.

c. Si se parte de un cuadrado, épuedes hacer que la sombra:
i. sea otro cuadrado?

ii. sea un rombo?

iii. sea un cuadrilatero cualquiera?

Explicar cuales son las condiciones en cada caso.

d. i. ¢éSon siempre paralelas las sombras de lados paralelos?

ii. Si los lados son no paralelos, é¢pueden ser sus sombras paralelas?

e. i. Realizar un orificio que equidiste de dos lados de un cuadrado. ¢Ddnde esta
ubicada la sombra del orificio? Analizar distintos casos.

f. Tomar 1/3 de la distancia entre 2 lados paralelos de un rectangulo y marcar un punto
en ese lugar. ¢ Qué sucede con la sombra de ese punto? Analizar distintos casos.

g. Apoyar una figura geométrica de cartén sobre una copa y estudiar qué propiedades
se mantienen al observar la proyeccién de su sombra producida por el Sol o por un
punto luminoso (considerar angulos, paralelismo, longitudes, punto medio).

2. Dibujar en un trozo de globo de goma una figura y deformarla. Comparar las
deformaciones con respecto a la figura original y con las experiencias del punto 1. Esta
transformacién, que podemos agregar a las del cuadro, se denomina “topolégica”.

3. Repetir la experiencia del punto 1. a. y b. pero ahora con una figura geométrica, por
ejemplo, un paralelogramo. Analizar y tomar nota, en cada caso, qué propiedades se
mantienen y cuales no.

4. Realizar distintas figuras geométricas sobre una tela cuadriculada eldstica (canava).
Estirarla de distintas maneras (sdlo horizontal, sdlo vertical, en ambos sentidos, pero
con distintos estiramientos). Analizar las invariantes (las invariantes son aquellas
propiedades que se mantienen).

Se pueden esquematizar y clasificar las situaciones anteriores (utilizando como recurso
la proyeccion de las sombras) en un cuadro de doble entrada como el siguiente:

11



Transformaciones:
Rayos desde

sombras Rayos paralelos ;
un roco
através de planos
ISOMETRIA SEMEIANZA
(congruencias) E LAS FLECHAS INDICAN
Planos i INCLUSION
paralelos Ywv N
v v v
- , .
AFIN of PROYECTIVA (s TOPOLOGICA

Planos
oblicuos

Mas adelante se vera otra forma de clasificar estas transformaciones.

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS

Se realizard una experiencia sencilla, haciendo dibujos y proyectandolos en otro plano,
teniendo en cuenta algunas condiciones que van a permitir que los estudiantes
descubran qué cosas se deforman y cudles no bajo esas condiciones determinadas.

Los dibujos se pueden hacer sobre una hoja de papel de calcar y con la ayuda de un
foco de luz se verd como se proyecta esa figura en otro plano (ver imdgenes en el
cuadro). Se pueden hacer las proyecciones a través de un vidrio de ventana y
reemplazar el papel de calcar por un dibujo en el vidrio con fibron.

Una de las condiciones que se va a tener en cuenta se va a referir a la posicion del
plano donde se proyecta la figura con respecto a la hoja (si es paralelo o no). Y la otra
condicidn se trata de ver que si los rayos de luz provienen de un foco o si son paralelos
entre si. Esto ultimo parece raro, pero podemos utilizar los rayos del Sol y suponer que
son paralelos (si bien provienen de un foco, éste estd tan lejos que los rayos llegan
prdcticamente paralelos).

1. a. b. En las imdgenes siguientes se da una idea del procedimiento:




c. d. e. f. g. Se puede comprobar en forma experimental recortando un cuadrado de
carton y colocandolo encima de una copa, y alumbrando desde arriba con una linterna
para que se vea la proyeccion de la sombra sobre la mesa. Moviendo el cuadrado o la
linterna se van variando las posiciones relativas de los dos planos o la direccion de los
rayos de luz hasta poder observar en la sombra lo que se pide.

Analizar en forma andloga en qué situaciones se mantiene el paralelismo. Por ultimo,
analizar las invariantes (dngulos, longitudes relativas, puntos medios).

También se puede realizar la experiencia dibujando un cuadrado en el vidrio (para ver
qué sucede con los rayos paralelos) e ir colocando el “plano” donde se proyecta la
sombre en distintas posiciones respecto al vidrio.

2. Los estudiantes pueden estirar el globo ayuddndose entre dos. Verdn que le
pueden hacer cualquier tipo de “deformacion”. Lo tunico que no varia es que lo que estd
adentro de la figura queda adentro y lo que estd afuera queda afuera. Y si el globo
tiene un agujero, lo va a seguir teniendo aunque se estire el globo en todas las formas
posibles.

3. Hasta ahora los estudiantes pueden decir que la figura se estird, se alargo, se
agrandod, etc. Al trabajar con figuras geométricas podrdn identificar mds fdcilmente las
invariantes, por ejemplo, el paralelismo, la amplitud de los dngulos, orden y otros. Se

13



puede hacer en forma conjunta una lista de propiedades en el pizarron para que los
estudiantes vayan analizando si se mantienen o no.

4. Esta actividad se puede realizar en forma conjunta con el docente.

14



TRANSFORMACIONES: METRICAS (CONGRUENCIA Y SEMEJANZA), AFiN, PROYECTIVA
Y TOPOLOGICA.

CONGRUENCIAS (ISOMETRiAS O MOVIMIENTOS RI'GIDOS) (planos

paralelos y rayos paralelos) i %
Vamos a tomar como referencia el cuadro de la pagina 9 en donde se
clasifican las transformaciones geométricas. Si los planos, cuando se
proyecta una figura, son paralelos y los rayos son paralelos (podemos considerar los
rayos de la luz solar, ya que por la distancia en que esta el Sol practicamente llegan a la
Tierra en forma paralela), la figura proyectada es congruente a la original.

Si nos trasladamos al plano, veamos cémo se pueden lograr figuras congruentes (o
isométricas) a través de lo que se denominan movimientos rigidos.

Dentro de los movimientos rigidos se encuentran: las simetrias axial y central, la
rotacién y la traslacion.

(B A
y

Simetria axial
1. Espejos planos

Nos encontramos frente a un espejo:

a. Si me alejo del espejo, équé pasa con mi
imagen?

b. Si adelanto la pierna derecha, écudl se
mueve en la imagen?

Si recorro una figura en sentido horario,
écudl es el sentido recorrido en la imagen?
d. Seguro que tienes una marca que te
identifica en tu rostro, por ejemplo, un
lunar o una cicatriz. éDe qué lado esta
cuando te miras al espejo? éDe qué lado
esta en la realidad?

2. a. En una hoja en blanco realizar un doblez y colocar un poco de témpera. Doblar
por el doblez y apretar la mancha. Desdoblar enseguida antes de que se seque.

b. Buscar dos o tres puntos significativos de la figura que se formd de un lado del
doblez y reconoce su homdlogo del otro lado (si un lo llamamos A, el homdlogo sera
A’).

¢. Unir cada punto con su homdlogo. A partir de esta construccién, explicar: dado un
punto y una recta (doblez que Ilamaremos eje de simetria) cémo podrias construir el
homoélogo para que al doblar la hoja por el eje estos dos puntos coincidan.

3. Hallar las figuras transformadas a las dadas a través de las Se.

15




4. La reflexidén o simetria axial con mas espejos.

a. ¢De qué dependera la cantidad de imagenes que se vean? (Se puede hacer una
conjetura?
b. Realizar esquemas como el que siguen para poder generalizar:

16



Con 2 espejos en dngulo recto, écuantas imagenes se
ven del objeto?

Con 2 espejos a 60°, écuantas imagenes se ven del

objeto?

c. Disminuyendo mas el angulo entre los dos espejos, el nimero de imagenes
aumenta.
Completar la siguiente tabla:

Medida del dngulo | N° de imagenes
90° 3
60° 5
45°
30°.....

d. ¢Qué sucede si los espejos son paralelos? ¢Cudl es el dangulo que forman estos
espejos? Relacionar la respuesta con la expresion anterior.

5. Aplica la siguiente composicién de simetrias axiales Se1 0 Se2 (ABCD)

17



6. La composicion (o producto) de dos simetrias axiales, éies otra simetria axial?
Justificar la respuesta.

Trabaja con GeoGebra o Cabri para probar con distintas posiciones relativas entre los
ejes.

7. Realizar una figura en software, aplicar una
composicion de dos simetrias axiales (por
ejemplo, como se ve en la figura) y verificar todas
las invariantes que se pusieron en la tabla
anterior.

Definicion: Se llama simetria respecto de un eje e, o simetria axial de eje e, a la
transformacion del plano en si mismos (i -> i) tal que:
e [aimagen de un punto P que no pertenece al eje e, es un punto P’ siendo “e” la
mediatriz del segmento PP’
e Laimagen de un punto Q que pertenece al eje e, es el mismo punto Q.

8. a. La simetria es una funcién del plano en si mismo. ¢Es biyectiva? Justificar.
b. La composicidn de simetrias axiales, ées biyectiva? Justificar.

Traslacién

1. El gallito ciego

a. Un voluntario entre los estudiantes se venda los ojos. El docente marca una cruz en
el piso en algun lugar y los compafieros tienen que dar indicaciones al gallito ciego
para que llegue a la cruz.

b. Escribir en el pizarrén las “6rdenes” dadas para trasladarse al lugar deseado.

c. Definir un vector.

2. a. Demostrar, utilizando un software, que la composicion de dos simetrias axiales
con ejes paralelos es una traslacién. Descubrir el vector correspondiente.
b. Escribir la definicidn de traslacion, teniendo en cuenta el punto a. y/o las siguientes
condiciones (verificarlas con el software):
e Ladistancia entre dos puntos homdlogos es el doble de la distancia entre los
ejes.
e Elsegmento que determinan dos puntos homodlogos es perpendicular a los ejes.
e Utilizando el concepto de vector.

3. a. Dado un tridngulo cualquiera, hallar el correspondiente en una traslacién con un
vector dado, no paralelo a los lados del triangulo.

b. Representar una traslacién de vector PQ como composicion de dos simetrias axiales
(recordar que PQ es perpendicular a los ejes). (Ayudarse con el software).

18



c. Si los ejes son coincidentes, ¢cual es la imagen de un punto P cualquiera fuera de los
mismos? ¢Cudl es el vector que identifica esta traslacion’? ¢Como se denomina esta
traslacion?

d. ¢Con qué movimiento se debe componer una traslacion de vector PQ para obtener
la identidad?

Rotacién

1. Dos estudiantes toman una soga de aproximadamente 1,5m en cada extremo. Uno
de ellos permanece fijo y el otro, gira manteniendo siempre tensa la soga.

a. ¢Qué posibilidad/es de movimiento tiene la persona que gira? ¢ Cuanto puede girar?
(la persona del centro gira, pero se mantiene en el mismo lugar).

b. Marcar un punto en el piso sobre esa circunferencia imaginaria y que los
companferos den “drdenes” al que gira para que llegue a ese punto.

c. Escribir en el pizarrén los datos necesarios y suficientes para hacer un giro o
rotacion.

d. Relacionar este movimiento con la composicidn de dos simetrias axiales cuyos ejes
son coincidentes (no necesariamente perpendiculares). Uso de software.

2. Componer dos rotaciones que tengan el mismo centro y luego dos rotaciones que
tengan distinto centro. Sacar conclusiones. Usar el software.

Definicién: La rotacion o giro de centro O y dngulo o es la composicion de dos simetrias
axiales de ejes incidentes en O, que forman un dngulo a, si a # 0. La rotacidn de centro
Oy dngulo a = 0 es la identidad.

3. Dados dos segmentos que se corresponden en una rotacion, determinar el centro de
rotacién. Analizar todos los casos posibles respecto a las mediatrices de dos segmentos
gue unen puntos homologos y que se utilizan para hallar el centro de rotacién:

- las mediatrices tienen interseccién en un punto

- una mediatriz 0 ambas no existen

- las mediatrices coinciden

- las mediatrices son paralelas no coincidentes.

Simetria central
1. Realizar con el software una rotacién de 180° a una figura F. ¢Se puede llegar de F a
F’ por “otro camino”?

2. Probar geométricamente y en forma algebraica (con el Teorema de Pitagoras) que
los movimientos rigidos conservan las distancias. Para ello, dibujar un segmento en un
sistema de ejes cartesianos y demostrar para:

e Simetria
e Traslacidn
e Rotacion

Ayuda: ver cdmo conviene ubicar a los ejes cartesianos o el centro de rotacion y
recordar que una traslacidén es una composicion de simetrias axiales.

3. Busqueda del camino minimo
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Un nifo estd jugando con un amigo, a

B
A L7 ver quién llega mas répido desde el
\ ’
\ e punto A al punto B, pero en el
b e trayecto tiene que tocar la pared p.
Ld /
p \P,” Por supuesto que el que corra mas

rapido  tendrd  ventaja, pero,
suponiendo que los dos corren a la
misma velocidad, ¢da lo mismo el recorrido o habrd un camino més corto?

4. Descubre movimientos rigidos en los siguientes frisos y mosaicos:




Movimientos rigidos y algebra

Se puede relacionar a las transformaciones con el dlgebra. El puente entre geometria
y algebra es un sistema de ejes cartesianos en el plano.

Sea un sistema de ejes cartesianos ortogonales, un punto P(x,y) y su transformado
P (x"y’).
Consideremos la simetria de eje x, podemos indicar Sx (x,y) = (x’,y’) tal que x'=x, y'=-y

1. a. Completar la siguiente tabla con los puntos transformados segin una simetria de
eje x:

v N

Sx

| Plxy)

(-312)

(3,2)

=WV

(31'4)

(_31_4)

(0,1) P by

(-210)

(0,0)

b. ¢ Cual es la expresidn algebraica (f:((x,y) =...) que define la simetria de eje y?

c. ¢Cuales son las expresiones algebraicas si el eje elegido es la recta bisectriz del
primer y tercer cuadrante?

d. ¢Qué sucede si componemos Sy © Sx? éCual sera su expresion algebraica?

e. Calcular geométrica y algebraicamente la siguiente composicion de simetrias: So 0
Sx.
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2. Consideremos una traslacidon de vector v y sea OA el representante elegido. En el
sistema de coordenadas ortogonales (O,x,y) el punto A tiene coordenadas (a,b). Sea
P(x,y) un punto cualquiera del plano.

a. ¢Cuales son las coordenadas de su imagen P’? (usar software)

v/\

Afa,b)

P(x,y)

L
o a X /x

b. Demostrar geométrica y algebraicamente que la composicidon de dos traslaciones es
una traslacion cuyo vector es la suma (vectorial) de los vectores dados.

¢. La funcion identidad es una traslacién, definida por las ecuaciones x'=x+a y’'=y+b.
éCuales son los valores deay b?

d. Mostrar geométrica y algebraicamente que, dada una traslacién T existe una
traslacion opuesta tal que, componiéndola con T da como resultado la identidad.

3. Podemos hacer un estudio similar con las rotaciones.

Sea la rotacion R(o,q) (P) = P’

P tiene coordenadas (x,y)

P’ tiene coordenadas (x’,y")

a. Expresar x, y, x’, y" en funcion del angulo de giro a y del angulo B que forma OP con
el eje de abscisas.

Y
I P (x%y’)
Y
|
I
I
I
yL —_ - - 1 — Px.y)
o |
By,
o x X x

b. Obtener las expresiones algebraicas para estos casos particulares:
Ros30) 5 Rio,180°)

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS
Simetria axial

1. a. Se aleja.

b. La izquierda.

c. Antihorario.

22



d. Si esta a la izquierda se ve a la derecha y viceversa.

2. a.b.

eje

Y

doblez

c. Para hallar el punto homélogo A" de un punto A se debe trazar un segmento
perpendicular al doblez y a la misma distancia de A al doblez, marcar el punto A" del
otro lado del mismo.

La simetria axial produce el mismo efecto que reflejarse en un espejo. En este trabajo
trataremos geometria plana, pero vale la analogia.

3.

-
o
-~

-~
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En las construcciones de los movimientos rigidos se les pueden hacer recomendaciones
como las siguientes:

e Tener en cuenta las invariantes, por ejemplo, incidencia y orden, conservacion
de las distancias, etc. Esto ayudard a comprobar si se estd siguiendo el camino
correcto.

e las lineas auxiliares (perpendiculares al eje en este caso) hacerlas suaves y con
linea punteada, para no confundirlas con las lineas que determinan la figura y
su transformada.

e Nombrar inmediatamente cada punto transformado. Luego, al respetar el
orden como invariante no va a haber dificultad para unir los puntos que se
corresponden si la figura es un poco compleja.

e Para hacer la transformada de una circunferencia basta con buscar la imagen
del centro y conocer el radio.

e Antes de empezar con una construccion, calcular en forma estimativa donde
quedard la figura transformada, para que no se nos “escape de la hoja”.

4. a. Depende del angulo en que estdn posicionados los espejos. Con un angulo de
180° se ve una sola imagen. A medida que disminuye el angulo se ven mas figuras. Si el
angulo de incidencia es 0°, esto quiere decir que los espejos estan paralelos y se ven
infinitas imagenes (por ejemplo, pasa esto en un ascensor que tiene espejos laterales).
b. Con 2 espejos a 90° se ven 3 imdagenes mas el objeto. Con 2 espejos a 60° se ven 5
imagenes mas el objeto. Las imagenes reflejadas producen un efecto de un giro de
360° dividido en sectores de acuerdo al angulo. Por ejemplo 360°:60° = 6, son 5
imagenes mas del objeto real. Generalizando, si el angulo es de n°, entonces (360°:n° -
1) es el nimero de imagenes que se ven.

c.
Medida del dngulo | N° de imagenes
90° 3
60° 5
45° 7
30° 11
n° 360°:n°-1

d. Si los espejos son paralelos, como ya se dijo anteriormente, se ven infinitas
imagenes. Si lo relacionamos con la formula anterior quedaria 360°:0° - 1. No se puede
dividir por 0, pero si tomamos valores muy cercanos al 0 y dividimos el resultado se
hace cada vez mayor. Entonces se dice que, en el limite, cuando practicamente
tocamos el 0, el resultado va a ser infinitamente grande (o infinito).

5.

24



Como se verd se efectud primero la simetria de eje e, porque, por convencion, se utiliza
la simbologia de la composicion de funciones: Se1 0 Se2 (ABCD) ya que de hecho, son
funciones.

6. La simetria axial invierte la figura. Si se componen 2 simetrias axiales, la figura
transformada vuelve a quedar con la misma orientacién, por lo tanto, nunca puede ser
una simetria axial.

7. Una vez construida la composicion de simetrias, verificar si se conservan las
distancias, los dngulos, el orden, y demds invariantes.

8. Si, todos los movimientos rigidos son funciones biyectivas ya que a cada punto del
plano le corresponde un unico punto del mismo plano.

Traslacion

1.a.b.c. Las érdenes que los companieros pueden ir dando son, por ejemplo: “adelante
2 pasos”, “atrds 3 pasos”, “a la izquierda 1 paso”, “a la derecha 2 pasos”, etc. Es decir,
hay que indicar la orientacion y la distancia.

d. Todos estos datos se pueden resumir en un elemento geométrico que se denomina
vector.

Definicion: Un vector es un segmento orientado. Estd identificado por un modulo o

distancia (longitud), una direccién y un sentido.

2.a. Al realizar la composicion de dos simetrias axiales con ejes paralelos a una figura
cualquiera, se observard que la figura transformada conserva la orientacion. Basta
encontrar un punto relevante de la figura, unirlo con su transformado, y se tendrd el
vector de traslacion. También se podrd comprobar que su longitud es el doble de la
distancia entre los dos ejes de simetria. Verificar la traslacion con ese vector en otros
puntos significativos con sus respectivas imdgenes.

Definicion:
e La composicidon de dos simetrias axiales de ejes paralelos es una traslacién. Se

cumple que la longitud del vector de traslacidn es el doble de la distancia entre
los ejes y resulta perpendicular a los mismos.
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e Una traslacién de vector v es un movimiento que trasforma cualquier punto P
del plano en un punto P tal que el vector PP" es equipolente al vector v.

c. Si los ejes son coincidentes, la composicién de simetrias axiales de un punto P
cualquiera resulta ser el mismo punto P” = P. Esta traslacidon se denomina identidad y
el vector correspondiente es el vector nulo.

d. con el vector QP.

.. ,’/ i A AN
Rotacion 7 \
l.a. Puede girar en dos sentidos. Para la ) 2 \\'3
persona puede ser a la derecha o a la izquierda, { ’ "|| |
pero para el que estd “afuera” de la situacion \ ui\%
esta indicacion no sirve. Como se trata de un AN /';H:
giro podemos hacer la analogia con las agujas s L
de un reloj, o sea en sentido horario o en ""—--*"2/

sentido anti-horario.

b. Hay que darle dos datos: el sentido y “cuantos pasos”.

c. Se debe tener un centro como referencia (podemos seguir imagindndonos la soga
estirada), el sentido para donde se debe girar y cudnto. Como es un giro esto se puede
medir con un angulo. Entonces la rotacién se identifica por el centro y por un angulo
orientado (positivo o negativo). En simbolos: R(o,+/-a)-

d.
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La composiciéon de dos simetrias axiales con ejes incidentes es una rotacién cuyo
centro es la interseccién de los dos ejes y su angulo de rotacién mide el doble del
angulo formado por los dos ejes. El sentido lo da el movimiento de la figura y su
transformado.

R(p,-60°) O Rp,+45°) (ABC) = R(p,-15°)

La composicion de dos rotaciones con
un mismo centro es una rotacion del
o mismo centro cuyo dngulo de
rotacion es la suma de los dngulos de
las rotaciones dadas.

R(g, +30°) 0 R(p,-120°) (ABC) = R(r,-00°) (ABC)
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La composicion de dos rotaciones de distinto centro es otra rotacion, cuyo dngulo de
giro es la suma de los dngulos de giros dados y el centro de rotacion de halla de la
siguiente manera: se trazan los segmentos que unen dos pares de puntos homologos,
luego se hallan las mediatrices de esos segmentos. El punto de interseccion de las dos
mediatrices es el centro de rotacion resultado de esta composicion.

3. Las mediatrices de los segmentos que unen puntos homadlogos se cortan en un
punto:

Una mediatriz o ambas no existen:

Las mediatrices coinciden (es el caso en que la interseccién de las rectas que contienen
a los segmentos es el centro de rotacion)
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Las mediatrices son paralelas no coincidentes por lo tanto no existe centro de rotacién,

esto se debe a que los segmentos (que son paralelos) no se corresponden por una
rotacion.

Simetria central P
1 '
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Si los estudiantes no perciben que, uniendo los pares de puntos homdlogos, todos ellos
pasan por el centro, se los puede inducir a ello. Veran ademds que la distancia de cada
punto al centro de rotacion es la misma que del centro a ese punto transformado.
Entonces se puede construir directamente la figura transformada por una rotacion de
180° de una manera mucho mds sencilla: uniendo cada punto con el centro,
prolongando, y a la misma distancia encontrar el punto transformado. Este
movimiento es equivalente a una rotacion de 180° y se denomina Simetria central.

2.

Geométricamente:

Utilizando las propiedades de
simetria axial:

AHi = A'Hi (lado-angulo-lado)

ABi = A'B’i (lado-dngulo-lado)

Por lo tanto, el segmento AB es
congruente con el segmento
A'B’, o sea que conserva la
distancia.

En forma algebraica:

Se pueden colocar los ejes cartesianos convenientemente de tal manera que el eje de
abscisas coincide con el eje de simetria.

Entonces, sean P (x1, y1) y Q(x2, Y2)

P’= S« (P) = (x1, -y1)

Q'=5«(Q) = (x2, -y2)

La distancia d(P,Q) = \/(xg —x1)2+ (v —w)2 (1)

d(P’Q’) = \/(xz —x)2+ [ — ()2 = \/(xz — x1)2+ (1 —¥2)2 (2)es
como (y2 — y1)? = (y1 — y2)? (por estar ambos miembros elevados al cuadrado el valor
absoluto de ambas diferencias es el mismo)

es (1) = (2), ambas distancias se conservan.
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Se demostré que la simetria axial conserva las distancias (siempre se puede utilizar la
estrategia de ubicar los ejes cartesianos a conveniencia, como se hizo). Como la
traslaciéon es una composicidon de cantidad par de simetrias axiales con ejes paralelos
y la rotacion es una composicion de simetrias axiales con ejes incidentes, la
demostracion anterior se hace extensiva para la traslacién y la rotacidn.

3.

Sea A'=S,(A)
A o La longitud de APB =long A'PB (la

A - simetria conserva las distancias).

*. - Pero A'PB puede minimizarse

» - “cambiando” P por Pe p y al

segmento A'B. Luego el recorrido
mas corto es A'P'B porque es linea
recta.

A

4. Este problema es abierto, pueden resolver de distintas maneras con distintos
resultados.
Por ejemplo, en el siguiente friso pueden encontrar:

Puede ser una traslacion de vector v,
0 una simetria axial de eje e, o algun
otro movimiento.

La siguiente imagen puede suponer una rotacion de 180° o simetria central, pero al
tratar de unir los puntos homdlogos no se cruzan en un mismo punto.

Podemos suponer que es una composicion
de una traslacion con una simetria central.
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Se pueden encontrar traslaciones y
simetrias centrales (o rotaciones de
180°).

Movimientos rigidos y algebra

1.a.

Sx
(-3,2) | (-3,-2)
(3,2) |(3,-2)
(3,-4) | (3,4)
(-3,-4) | (-3,4)
(0,1) | (0,-1)
(-2,0) | (-2,0)
(0,0) |(0,0)

b. El eje de simetria es el eje de abscisas: f: ((x,y) ->(x,-y))

d. Sy°Sx=So o R(o,+/-180°) = ('Xr'y)
e. Geométricamente: So 0 Sx = Sy
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P”(X”;V”;

Algebraicamente:
So 0 5x(%,y) = So (X',y") = (X", y”)
Siendox'=x y' =-y
XII = _X’ yll = _y’
Por lotanto x” =-x  y” =y que es la expresidn algebraica de Sy

2.
a.
'FJ‘\‘
) Pl
P (x"v)
|
b bl Afa ) |
>/ |
v T 1- Pixy) |
I |
| | L
Q 5 x vl f!
Ry

Las coordenadas de la
imagen son:

X' =x+a

y=y+b (1)

O sea:
Toa (x,y) = (x+a,y+b)

El sistema (1) define la
traslaciéon de vector v.

b. Componiendo dos traslaciones de vector vi1 y v2, por ejemplo:

V3

1\|r "
1+ ‘u"z P

Se puede realizar la composicidon
geométrica, por
ejemplo, buscando un punto P
cualquiera y aplicamos las dos

en

forma

traslaciones en forma sucesiva.

La composicion de dos traslaciones de
vectores vi1 y vz es una traslacién cuyo



vector es la suma vectorial de los vectores dados.

Desde el punto de vista algebraico:

Tvi (x,y) estd definidaporx’'=x+a ; y =y+b

Tv2 (X7 ,y) = (x”,y”) esta definida por T2 (x+a, y+b) = (x+a+c, y+b+d)

Entonces la composicidn de traslaciones Ty1 0 Ty2 es una traslacion Tyi+2 cuyas
ecuaciones son x'=x + (a+c) ey'=y + (b+d)

c. Identidad: los valoressona=b=0=>x'=x ; y'=y.
d. La traslacién opuesta es aquella que tiene vector opuesto (igual magnitud, igual
direccidén, sentido contrario).

TvoTyv=Id
Ecuaciones:
P ,
v X'=x+a ; y=y+b
X'=x+a—a=x
o yn=y+b_b:y
P=P"=Id
3.a
y
senfl = —
m
oP
X
cosff =+—
|—)
op

(1) (convendremos en sefialar que |a;|es el modulo del vector OP)

Ademas:
sen(a + B) = 2~ = 2~ pues OP=.0P"

O’ P
X X
cos(e +f)=——=
=l |
0P’ oP

Apliquemos las férmulas de seno y coseno de la suma:



|y_ = sen(a + B) = sena.cosf + senf.cosa
—
op

Por lo tanto, por (1) es:

y X y
— = ——S5ena + ——cosa
op op oP

X
— = cos(a + B) = cosa.cosPp — sena.senf}
5

Por lo tanto, por (1) es:

.COoSx — sena

x’ x b%
EE &
oP oP oP
Simplificando los denominadores de ambos miembros, obtenemos las ecuaciones de
Rio,a)

{i’ =Xx.cosa — Yy .sena

"= x.sena +Yy.cosa

b.

a = 30° sen30°=% ;  cos30°=+/3/2
x'=x.cos30° -y .sen30°

y'=x.sen30° +y. cos30°, por lo tanto:
X=vV3/2.x-%y

y=Yx+v3/2.y

o =180° senl1l80° =0 ; €0s180°=-1
X'=x.cos180° -y .senl180°

y'=x.sen180° +y . cos180° por lo tanto:

X'=-X

y'=-y, que es también la expresién de la simetria central.

SEMEJANZA (planos paralelos-foco de luz)

Pensando otra vez en el recurso de las “sombras”, el caso en donde
los planos son paralelos pero la luz proviente de un foco, la figura
obtenida sufre algunos cambios. Veamos cdmo se puede trabajar
esta situacién en el plano.

1. (Qué se entiende por “semejanza”? ¢Cuando se puede considerar que dos figuras
son semejantes?

2. Disefiar un método para dibujar rectangulos semejantes a partir de una diagonal o
de dos diagonales

3. Discutir las siguientes afirmaciones:
a. “Dos rectangulos son semejantes si tienen la misma medida de largo y ancho, pero
con unidades diferentes”.
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b. “Dos rectdngulos son semejantes si la razén entre sus largos y sus anchos son
respectivamente iguales: |1/l = a1/ay”.

c. “Dos rectangulos son semejantes si en cada uno la razén entre el largo y el ancho es
la misma: l1/a1 = |,/ay”. Justificar matematicamente.

4. ¢(Valdran estas definiciones de semejanza para los paralelogramos? ¢Serd la
proporcionalidad de los lados una condicién suficiente para afirmar que dos
paralelogramos son semejantes? Justificar.

5. Extender la definicién de semejanza a cualquier otro poligono.

6. ¢Qué significa que un televisor sea de 20”? ¢Qué es lo que mide 20”? ¢Y si fuera de
24”, tendria la misma forma que el anterior necesariamente? (o sea, ¢seria semejante?
Justificar.

7. Para comprobar que dos tridngulos son semejantes, ées necesario verificar que
tenga los tres lados correspondientes proporcionales y los tres angulos homadlogos

congruentes? Ver condiciones necesarias y suficientes.

8. Todo poligono puede triangularse. Utilizar los criterios de semejanza de triangulos
para verificar que estos dos poligonos regulares son semejantes:

B
B
A C
A c
E D’
£ D

9. Buscar ejemplos en la vida real donde se utilicen o vean figuras semejantes.
10. Atendiendo a la definicién anterior de poligonos semejantes, équé se puede decir

de estas dos figuras? ¢Son semejantes?! (Teniendo en cuenta que sus lados son
proporcionales y los dngulos rectos):

A D A
‘ \ ¢Qué dirias al respecto?
B Cc
B c
”

36



Se puede ejemplificar el efecto de la semejanza
cuando se miraban diapositivas con un proyector
o retroproyector, o cafién o con la proyeccion de
una pelicula. Las imagenes, al ser proyectadas
sobre una pantalla, en estos casos se amplia
considerablemente para que se puedan ver
mejor.

Proyector multimedia.

Retroproyector.

11. Completar las siguientes proposiciones:

i) Para que dos triangulos sean semejantes basta con que tengan .........

ii) Para que dos circulos sean semejantes......

iii) Basta que dos cubos .......ccccccueeuenenneee. para que sean semejantes.

iv) Es suficiente que dos segmentos ..................... para que sean semejantes.
v) Si dos cilindros .......ccceeveeveenecrnennns , entonces son semejantes.

vi) Para que dos conos sean semejantes basta .......cccveeveeevveereceeeennen,

vii) Si dos angulos.......cccceveveveccerieenee , entonces son semejantes.

viii) Para que dos rectas sean semejantes .......ccccvereevereenenns

12. Hay muchas peliculas de ciencia-ficcion en donde se transgreden reglas de la fisica
y de la matematica (si pensamos en las invariantes de la semejanza).

En la pelicula “Querida agrandé al bebé”, ipuede ese nifio medir 20 metros? ¢Qué
complicaciones podria tener? (ver https://new.gpdmatematica.ar seccién “recursos
para el aula-problemas”)



https://new.gpdmatematica.ar/

13. Una persona dijo idear un modo de lograr figuras semejantes a una dada
agregando una banda del mismo ancho en todo el contorno de la figura. éEs correcto
este razonamiento? Verificar el método en las siguientes figuras y sacar conclusiones:

circulo cuadrado B . rectangulo elipse
tridangulo equildtero

Justificar la respuesta en forma algebraica.

Vamos a introducir un nuevo movimiento (no rigido) que nos permitird dar una
definicién clara de la Semejanza: se denomina homotecia. Este movimiento agranda o
achica la figura, pero no la deforma, obteniéndose asi una figura que denominamos
semejante. Si a esta figura la componemos con un movimiento rigido, (no
necesariamente), cuyo efecto es cambiarla de lugar, se obtiene una semejanza.

Comenzaremos por definir a la homotecia:
Definicién: Dado un punto Oy un
numero real k # 0, se llama
homotecia de centro Oy razon k a
la transformacion puntual que a un
punto P cualquiera le hace
corresponder un punto P’ tal que:
OP =k.OP y se simboliza Ho,)
(P)=P’

Podriamos decir que llevamos el efecto de planos paralelos y foco, a un plano.
Como los movimientos rigidos dejan invariante todas las propiedades geométricas y
métricas, es cuestion de centrarse en las invariantes de la homotecia.

Si la razédn de homotecia es mayor que 1 la figura se agranda, si es igual que 1 queda
igual, si O<k<1 se achica. Si es negativa la figura queda invertida, es decir, como una
simetria central del mismo centro y con respecto a una homotecia de razén |k|.

14. a. ¢ Qué se puede decir de la homotecia Hio,1)? ¢Y de la Ho,-1)?

b. ¢Cual es la imagen del centro O a través de la Hiox)?

c. Las homotecias, éson funciones biyectivas?

15. ¢Cudl es la imagen de una semirrecta? Analizar si k>0 v si k<O.

16. Si el segmento A'B” es la imagen del segmento AB a través de una homotecia, équé
se puede decir de la razén A’B’/AB? Justificar la respuesta.
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17. Realizar la composicién de dos homotecias del mismo centro y luego de distinto
centro (con el software). Sacar conclusiones.

18. Demostrar que la homotecia mantiene las siguientes invariantes (utilizar software):
- Incidencia y alineacion
- Orden.
- Paralelismo.
- Perpendicularidad.
- Angulos.
Ayuda: la siguiente figura representa la homotecia Ho (F). Considerar los tridngulos
OABy OA’B’:

Son invariantes relativas el drea (A'= k%.A) y la longitud (proporcionalidad con factor k).
Si estuviéramos en 3 dimensiones (en el espacio) el volumen aumentaria como el cubo
de larazén: V'=k3.V.

19. Nos queda relacionar la semejanza con el dlgebra.

a. En un sistema de ejes cartesianos ortogonales, ¢cuales son las ecuaciones de la
semejanza?

X'= ..

y=...

b. Dibujar, en un sistema de ejes cartesianos, un triangulo ABC vy aplicarle la
transformacién propuesta en el punto a., sabiendo que la razén de semejanza es 1,5.
Utilizando estas ecuaciones dibujar un poligonos en un sistema de ejes cartesianos y
aplicarles transformaciones de semejanza, por ejemplo: x'= 3,5x ; y'= 3,5y. Verificar las
invariantes.

20. Al aplicar la homotecia a una figura poligonal, ése tuvo que trabajar con los
angulos? ¢Se tuvo que medir lados? ¢Como resultan los lados correspondientes de
figuras poligonales que se corresponden por una homotecia?

21. En el caso de figuras curvilineas, ¢cuantos puntos homotéticos se deben buscar
para lograr exactamente la figura transformada?

22. iCémo se puede verificar que dos figuras no poligonales son semejantes?

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS
1. Produccion libre. Lo estudiantes podrian decir que figuras semejantes son aquellas
que son parecidas, que tienen la misma forma, pero mds grandes o mds chicas, etc.

2.

39



Se trazan paralelas a los lados que se crucen en un punto de la diagonal. En forma
analoga, se trazan paralelas a los lados que se crucen en puntos de las diagonales.

" -~

~.] e e e e

Facilmente se puede demostrar que los lados correspondientes son proporcionales
utilizando el Teorema de Thales, por consiguiente, los rectdngulos son semejantes.

3. a. Verdadero. Al pasar las dos cantidades a otra unidad, cambia la medida, pero se
mantiene la proporcionalidad. Por ejemplo, si los lados de un rectdngulo miden 30cm y
50cm, y tenemos otro rectangulo cuyos lados miden 30mm y 50mm, se mantiene la
proporcion: pasando todo a la misma unidad quedaria 30/300 = 50/500.

b. Verdadero. |1/l = a1/a;= k. Quiere decir l,.k = |1y a2.k = a1. Por lo tanto, son
proporcionales.

c. Verdadero. : l1/a1 = l/az2 => a1.l> = l1.a2 => I2/l1 = a2/a1 (caso anterior).

4. No. El caso de los rectangulos es particular porque éstos conservan siempre los
angulos rectos. En un paralelogramo los angulos pueden variar, por lo tanto, hay que
tener en cuenta estos ultimos. Es decir, ademas de tener los lados correspondientes
proporcionales, los angulos homdlogos deben ser congruentes.

5. Lo mismo sucede con cualquier otro poligono: sus lados correspondientes deben ser
proporcionales y sus dngulos homodlogos congruentes.

6. Esa medida en pulgadas determina la longitud de la diagonal de la pantalla. Esto solo
no asegura que las pantallas de los televisores sean semejantes. Es mds, puede
suceder que dos televisores sean de 20”, por ejemplo, y sin embargo sus pantallas no
ser iguales.

20}
20“

= |

Es necesario dar un dato mas para que las pantallas sean iguales (teniendo la misma
medida de diagonal), por ejemplo, el angulo que forma ésta con la horizontal, o la
medida de alguno de sus lados.
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7. No es necesario. De manera andloga a los casos de congruencia de triangulos, para
gue dos triangulos sean semejantes éstos deben cumplir las siguientes condiciones
necesarias y suficientes:

- los tres lados correspondientes proporcionales o

- dos angulos congruentes o

- dos lados correspondientes proporcionales y el angulo comprendido congruente.

8. Todo poligono puede triangularse. Los tridngulos homdlogos tienen los angulos
congruentes, por lo tanto, son semejantes. Luego, los angulos correspondientes entre
los dos poligonos son congruentes, entonces son semejantes y sus lados son
proporcionales.

9. Produccion libre.

10. No son semejantes. En algunos casos la definicién anterior (lados proporcionales y
angulos congruentes) es insuficiente.

11. i) Para que dos tridngulos sean semejantes basta con que tengan: dos angulos
respectivamente congruentes, o los tres lados respectivamente proporcionales, o dos
lados proporcionales y el dngulo comprendido congruente.

ii) Dos circulos siempre son semejantes.

iii) Dos cubos siempre son semejantes.

iv) Dos segmentos siempre son semejantes.

v) Basta con que tengan los didmetros de las bases y las alturas respectivamente
proporcionales para que dos cilindros sean semejantes.

vi) idem al anterior.

vii) Dos dngulos deben ser congruentes para ser semejantes.

viii) Dos rectas son siempre semejantes.

12. En “Querida agrandé al bebé”, el nifio llega a medir 20 metros. Comparandolo con
un nino normal de esa misma edad se puede calcular el factor de escala. Pero....ilas
dimensiones de volumen crecen como el factor al cubo! Y por ende el peso (estamos
suponiendo que se trata de la misma sustancia (sino, volumen y peso no son
equivalentes). Entonces, haciendo unos simples calculos se puede ver, por ejemplo: el
cuello no podria soportar la cabeza porque es la seccidn transversal del mismo que la
sostiene (y ésta crecid en forma cuadratica), o sea que deberia tener un cuello mucho
mas ancho que su cabeza. Un estudio similar se puede hacer respecto a la seccién
transversal de los huesos de las piernas, no podrian nunca sostener el peso del nifio
(que crecié en forma cubica).
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13. En algunas figuras si y en otras no. Por ejemplo, el circulo, tridngulo equilatero y
cuadrado no hay problema porque al tener todos los lados iguales, el aumentar una
cantidad constante no afecta en la proporcionalidad, y el circulo va a seguir siendo
circulo si se le aumenta el radio:

©EA

Pero si los lados de la figura no son congruentes o sus didmetros tampoco lo son
(como en la elipse), hay un problema: dos longitudes van a ser proporcionales si se las
multiplica a ambas por una constante, NO si se le suma una constante. En ese caso la
figura se va a deformar (comparar la forma de la figura interior con respecto a la
exterior);

Pensemos en una manguera de bombero. Cuando se empieza a enrollar es una elipse
(pensemos en dos dimensiones), luego se le van agregando “tiras” del mismo ancho
hasta que llega un punto que se tiene un circulo, y a partir de alli se sigue manteniendo
el circulo. Lo mismo ocurriria con un rectdngulo, llega un punto (en el limite) en que se
hace cuadrado.

Para justificar estas respuestas en forma algebraica se puede tomar como ejemplo un
rectdngulo de lados a y b. Si se le suma una cantidad constante los lados pasaran a
medir (a + m) y (b + m). Para que los lados sean proporcionales, la razén entre los lados
se debe mantener constante. Sin embargo b/a # (b+m)/(a+m).

14. a. La homotecia de razén 1 es la identidad. Y si es -1 es una simetria central.

b. La imagen del centro O es el mismo centro O: O'= 0.

c. Si, son funciones biyectivas, a cada punto del plano le corresponde un unico punto
del mismo plano.

Los estudiantes se pueden preguntar: “¢Como puede establecerse una
correspondencia biunivoca entre dos figuras que tienen distinta drea?”. Aparece aqui el
concepto de infinito (infinitamente grande o infinitamente chico) bastante dificil de
comprender para ellos. Se puede ejemplificar buscando una correspondencia entre el
segmento [0,1] y los numeros reales y utilizando la propiedad de que entre dos
numeros racionales hay un numero racional (por lo tanto, infinitos), lo mismo para los
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irracionales. Puede ayudar también pidiéndoles que se abstraigan del dibujo concreto,
pensando que los puntos no tienen dimension, no ocupan lugar.

15. La homotecia de una semirrecta es una semirrecta que sera de igual sentido si la
razén k > 0 y sentido contrario si k < 0.

16. A'B’/ AB = |Kk|
17.

La composicion de homotecias del
mismo centro es una homotecia de
igual centro cuya razén es el
producto de las razones dadas.

o En la figura se tiene:

H(k,-0,5 0 H(r,2)= H(r-1)

Si la composicion de homotecias es de distinto centro
y el producto de sus correspondientes razones es igual
a 1, la figura resultante es una traslacion.

En la figura se tiene:

H(G,2) 0 Hr 05 =Ty

La composicion de homotecias de distinto centro, en general, es una homotecia cuya
razén es el producto de las razones dadas y su centro se puede hallar con la
interseccion de las rectas que unen los puntos homologos.

Por ejemplo, en la figura se
tiene:
He,1.5) 0 Hip,0.4) = H(r,0.6)
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18. Por construccion, utilizando la definicion de homotecia

OA.k = OA’ (siendo k la razon de homotecia)

OB.k = OB’

el dngulo O es compartido por ambos triangulos por lo tanto los tridngulos OAB y OA’B’
son semejantes por tener dos lados proporcionales y el angulo comprendido
congruente.

Por teorema de Thales los segmentos AB y A’B’ resultan paralelos.

Con esto queda demostrado el paralelismo y la proporcionalidad.

Andlogamente, repitiendo el mismo procedimiento con todos los segmentos de la
figura, se comprueba que mantienen el paralelismo y, por consiguiente, también la
congruencia de angulos.

Si se toma un punto C entre Ay B, su imagen C’ estara entre A" y B’, con esto se puede
comprobar que se mantienen alineados y en el mismo orden.

19.
a.x'=m.x

y=m.y
b.k=15=>x=15x y=15y
A=(3,-1) A’=(4.5,-1.5)
B=(9,2) B'=(13.5,3)
C=(10,-2) C’=(15,-3)

4

3

-5

Se puede comprobar geométricamente la construccion obtenida en forma algebraica:
El centro de homotecia es G y tomando un par de puntos homdlogos, se puede
comprobar que: GE=13,82=1,5x9,22=1,5GB
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h t GE =13.82
GB=922

20. No se tienen que medir angulos o lados. Los lados correspondientes resultan
paralelos.

21. En caso de que la figura sea curvilinea, habria que transformar los infinitos puntos
de su contorno, lo cual es imposible.

Lo que se hace habitualmente es buscar puntos significativos o que se resalten y luego
unirlos en forma aproximada.

22. Se puede ver si se corresponden través de un movimiento (para que conserven la
orientacion) y luego, unir puntos homdlogos, prolongar y tratar de encontrar un centro
para ver si son homotéticos.

Si la figura es irregular, se puede comprobar con algunos puntos, pero eso no garantiza
la semejanza. Lo que si da lugar a una conjetura o a la verificacion de que no lo son.
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TRANSFORMACIONES AFINES (RAYOS PARALELOS — PLANOS NO

NECESARIAMENTE PARALELOS)

En este caso, y pensando otra vez en la clasificacion de las
transformaciones que se hizo en el cuadro de la pagina 9, se

consideran las sombras proyectadas a través de planos no
necesariamente paralelos y con rayos paralelos, por ejemplo, los rayos del Sol a través
de una ventana proyectando una imagen en el piso.

Nos vamos al plano:

Imaginemos el plano como una cuadricula
“inmensa”, 'y pensemos en aplicar una
transformacién que cambia los cuadrados en rombos
(no cuadrados). Esto se puede hacer, por ejemplo,
dibujando una figura como la que se muestra en una
tela de tul o de trama floja y se verd su
transformacién después de hacer el estiramiento en
diagonal a la trama.

1. Realizar figuras geométricas en un sistema de ejes cartesianos ortogonales. Con los
mismos datos representa las figuras, pero esta vez en un sistema de ejes oblicuos.
Verificar las invariantes.

Imaginemos que se estira una tela eldstica en la cual hay dibujada una figura; cambia la
forma, pero siempre a rectas paralelas corresponden rectas paralelas. Para traducir
esta experiencia en forma algebraica, si se estira la tela elastica con “fuerza 2” en
direccion horizontal:

Pormmoemev >Pp

X'=2X

y'=y

Si se estira la tela con “fuerza 3” en direccion vertical:
- S >p

X=X

y'=3y

Si se estira en las dos direcciones se obtienen las ecuaciones generales de la afinidad:
X'= mx
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’

y=ny

2. {Qué ocurre con el drea de una figura transformada en la geometria afin?

Dibujar un cuadrado con vértice en el origen de coordenadas y aplica la siguiente
transformacioén afin de ecuaciones x'=3x ; y'=2y

Sacar conclusiones sobre el area.

¢Puede ocurrir que el area original y la transformada sean iguales? Conjeturar.

3. Comprobar la relacién pitagorica luego de aplicarle una transformacion afin (donde
X'= 2x ; y'=y) a un tridngulo rectangulo. Se puede recurrir al sistema de ejes
cartesianos y hacer la demostraciéon geométrica dibujando cuadrados en cada uno de
sus lados.

4. Aplicar una transformacién al cuadrado:
a.x=2x ; y'=y

b.x'=x ;y=ky

c.x'=3x ;y=2y

d.x'=2x ;y’=2y

YA
e. ¢Cuadles son las condiciones para
gue una transformacién afin sea
una semejanza? ¢Y para que sea
una simetria axial? Justificar.

A4

5. Se tiene un cuadrilatero de vértices A(6,6) , B(2,10) , C(-2,6) y D(2,2) y se le aplica
una transformacién afin de ecuaciones: x'=2x ; y'=%y.

a. Dibujar el cuadrilatero y su transformado en un sistema de ejes cartesianos.

b. ¢Qué se puede decir del drea de ambos cuadrilateros? éPor qué?

6. Dado el tridngulo de vértices A(3,-6) , B(2,14) y C(-1,8) se lo transforma con una
afinidad de ecuaciones x'=2x ; y'=1/3vy.
Si el drea del tridngulo ABC es 33 u?, écudl serd el drea del tridngulo A’'B'C"?

7. Comprobar (con un ejemplo) si la simetria oblicua es una transformacion afin. (La
simetria oblicua es aquella en que los segmentos que unen los puntos homdlogos

tienen una direccidon dada y no requiere que sean perpendiculares al eje de simetria).

8. Qué transformaciéon se debe realizar para transformar un cuadrado en un
paralelogramo (no cuadrado)?
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9. Aplicar la transformacion x’= 2x ; y’=y a un cuadrado inscripto en un circulo. ¢En
qué figura se transformé? ¢ Qué sucede con sus areas? ¢Y con sus areas relativas?

10. Encontrar la transformacién afin que transforma el paralelogramo ABCD en el
paralelogramo EFGH.

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS
1.

Son invariantes de la transformacion afin:
- alineacidn de puntos
- paralelismo de rectas
- la propiedad de ser punto medio de un segmento
- Larelacién de areas correspondientes es constante.

Como consecuencia:
- Todo paralelogramo se transforma en un paralelogramo.
- Reciprocamente, dados dos paralelogramos hay (al menos) una
aplicacion afin que transforma uno en el otro.

No son conceptos afines:
- la congruencia general de segmentos (aunque si dos segmentos
congruentes son también paralelos, sus transformados son no solo
paralelos, sino también congruentes)
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- La congruencia general de angulos
- El concepto de perpendicularidad
- Propiedad de la bisectriz de un angulo

El drea no se mantiene constante
después de la transformacidn, pero si se
mantiene constante la relacién entre
areas. Por ejemplo:

N
x

Se tiene originariamente un cuadrado y un
tridngulo. La relacion de areas entre estas dos
figuras es la misma que la relacidon de areas entre
el rectangulo vy tridngulo transformados
(utilizando la misma transformacién anterior).
Se dice entonces que el drea es una invariante
# y afin relativa. O sea, al efectuar una
transformacion afin, las areas quedan
multiplicadas por el mismo factor, por tanto, la razén entre dos areas es una invariante
(absoluta).
Si las ecuaciones son x’=mx ; y'= ny, para que las area (original y transformada) se
mantengan iguales, m.n debe ser igual a 1, o sea que ambos deben valer 1 o debe m
ser el inverso multiplicativo de n.

3. Dado que el area es una invariante afin relativa, no es de sorprenderse que la
relacion pitagdérica se mantenga. Al tridangulo rectangulo, al aplicarle una
transformacién afin, se transforma en un tridngulo no rectangulo. Pero es facil ver que,
al hacer la demostracion geométrica construyendo cuadrados sobre cada uno de sus
lados, al cumplirse la propiedad de las areas la figura original, también se mantendra
esa relacion en la figura transformada (invariante relativa de las areas).

Tomemos x'=2x ; y'=y
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Si se colocara la figura pitagoérica al sol (por ejemplo, apoyada en una ventana), se ve la
sombra sobre el piso, pero no se reconoce mas tal como es: el tridngulo deja de ser
rectangulo y los cuadrados no son mas cuadrados, pero se sigue sosteniendo la
relacion pitagérica. En este caso las areas se duplicaron y el drea del paralelogramo 1
es igual a la suma de las areas de los paralelogramos 2 y 3.

4,
a YA b YA
Y
> “x
X
c.
YA 0 YA
~ “x \ N
IX
e. Para que sea una semejanza debe ser |[m| = |n|, y para que sea una simetria axial

debe ser m = -n.
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b. Las areas son iguales porque m.n=1

6.m.n=2.1/3=2/3

Entonces el drea de A'B'C'=33 u?.2/3=22 u?

Hay que verificar que se
cumplan las invariantes de
la transformacién afin:
- alineacién
de puntos
(se cumple)
- paralelismo
de rectas (se
cumple)
- la propiedad

de ser punto medio de un segmento (se cumple)
La relacion de areas correspondientes es constante (se cumple).

8.

Por ejemplo: sea el cuadrado de
vértices (+/-1 , +/- 1), la
transformacién x'=x+y y'=y,
lo transforma en el
paralelogramo de vértices (2,1),
(0,-1), (-2,-1), (0,12).

yAN

A

v




9. Todo depende de cémo este ubicado el cuadrado inscripto en el circulo, puede
transformarse en un rectangulo inscripto en una elipse

6

=5

O en un rombo inscripto en una elipse

6

-5

O en un paralelogramo inscripto en una elipse
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El area se duplicd y las areas relativas permanecen iguales.

Area rombo (o rectangulo-paralelogramo)/area cuadrado = drea de la elipse/area
circulo

10.
X'=-2x ; y'=2x
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TRANSFORMACION PROYECTIVAS (PLANOS NO PARALELOS -

FOCO)

En este caso, consideramos la proyeccidn de una figura con

planos no paralelos iluminados por un foco.

Si contemplamos un cuadro o una “figura geométrica” sobre

un plano desde distintos puntos, las imagenes en la retina son diferentes, pero no
obstante reconocemos siempre la estructura geométrica del cuadro o figura, a pesar
de que aparecen distorsionadas las magnitudes de segmentos y angulos. Este
reconocimiento o identificacién es posible gracias a que existen propiedades
geomeétricas invariantes respecto de las proyecciones.

Recordemos ante todo que las operaciones fundamentales de la geometria proyectiva
son las de proyectar desde un punto y cortar con un plano (en el espacio) o con una
recta (en el plano) y que las transformaciones proyectivas o proyectividades resultan
de componer o realizar sucesivamente esas operaciones fundamentales.
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1. Observando las figuras, écuales seran que son la/s invariante/s de la transformacion
proyectiva?

2. ¢Como hacian los dibujantes para lograr el efecto de perspectiva?

Cuando se dibuja, se tienen en cuenta los puntos de fuga y el horizonte. El horizonte
siempre estara al nivel de los ojos del observador. Observa cémo en el bosquejo todas
las lineas paralelas convergen en el mismo punto de fuga.




Vamos a hacer un ejemplo sencillo. Supongamos que queremos dibujar una caja en
perspectiva. Se marca el horizonte y el punto de fuga:

Luego dibujamos la cara frontal de la caja y unimos cada vértice con el punto de fuga:

Trazamos paralelas a los lados de la cara y que intercepten en el mismo lugar a las
lineas de fuga:

Probar con otros cuerpos geométricos (ayudarse con GeoGebra o Cabri).

3. Dibujar un cuerpo geométrico en GeoGebra 3D. Determinar el punto de fuga y el
horizonte.

4. Con la ayuda de un proyector o retroproyector, proyectar una figura sobre una
pantalla. Luego anticipar como se veria esa figura si se gira la pantalla. Corroborar.
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5. llusiones dpticas en 3D. Este dibujo extraordinario es de Julian Beever. Esta hecho
sobre el plano de la calle. (Desde dénde se deberia mirar para lograr el efecto
deseado? ¢Cémo es en realidad el dibujo?

Julian Beever es un artista inglés, residente en Bélgica, que se caracteriza por sus
dibujos con tiza en las calles.

Utiliza la técnica de ilusion anamorfésica o anamorfosis, con algunas distorsiones
especiales que cuando se ven desde un punto en particular, crean una impresién
tridimensional.

Para ver sus obras pueden visitar su sitio en
http://www.julianbeever.net/index.php/phoca-gallery-3d

Otras obras del mismo autor:
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http://www.julianbeever.net/index.php/phoca-gallery-3d
https://geeksroom.com/2010/12/julian-assange-un-dia-despues-de-su-liberacion-video/42794/?relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0&relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0&relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0&relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0
https://geeksroom.com/2010/12/julian-assange-un-dia-despues-de-su-liberacion-video/42794/?relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0&relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0&relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0&relatedposts_hit=1&relatedposts_origin=7996&relatedposts_position=0

POSIBLE SOLUCIONES Y COMENTARIOS
1. Como se podra observar en las figuras, se pierde el paralelismo y el punto medio de
un segmento, pero se sigue conservando la alineacién.
Entonces solo es invariante:

- la alineacién de puntos (propiedad proyectiva fundamental).
Una forma muy representativa para entender esta transformacion es la de proyectar
una imagen (ya sea con un proyector o un retroproyector) y torcer la pantalla (que no
se encuentre paralela al plano de lo proyectado).

2.

AN
[

3. Produccidn libre.
4. Experimentar con proyector.
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El efecto se ve desde
donde esta la cdmara en el
tripode.
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TRANSFORMACIONES TOPOLOGICAS

Esta transformacién, denominada también del caucho, no esta considerada dentro del
cuadro de la pagina 9, dado que no se puede deducir a partir de las sombras de un
plano a otro.

Volvamos al cuadrado que hemos utilizado anteriormente para hacer
transformaciones:

A Q B

Supongamos que la figura estd dibujada sobre un trozo de caucho. Vamos a aplicar una
transformacién mas drastica. Si estiramos el caucho deformandolo de modo tal que no
se produzcan rupturas ni superposiciones, obtenemos una transformaciéon que se
denomina homeomorfismo o topoldgica. No se trata aqui solo de estirar una tela
elastica como se hacia en la afinidad, ahora se puede también curvarla.

En topologia estd permitido doblar, estirar, encoger, retorcer, etc. los objetos, pero
siempre que se haga sin romper ni separar lo que estaba unido, ni pegar lo que estaba
separado. Por ejemplo, un tridngulo es topoldgicamente lo mismo que una
circunferencia, ya que podemos transformar uno en otra de forma continua, sin
romper ni pegar. Pero una circunferencia no es lo mismo que un segmento, ya que
habria que partirla (o pegarla) por algun punto. Esta es la razén de que se la llame la
«geometria del caucho», porque es como si estuviéramos estudiando geometria sobre
un papel de goma que pudiera contraerse, estirarse, etc.

En el mundo que nos circunda estamos acostumbrados a encontrar superficies que
tienen un “dentro” y un “afuera”, o por decirlo de otra manera, una parte interna y
una externa. Asi, por ejemplo, sobre una superficie esférica una hormiga que quiere ir
de la parte externa a la interna (o viceversa) deberd agujerear la superficie.

Veamos lo que no se puede hacer en una transformacién topoldgica. No se puede:
- superponer dos puntos que eran distintos
- producir una “laceracién” (corte)
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1.Respetando estas dos condiciones, écuales son sus invariantes?

Algunas figuras parecen diferentes, pero topolédgicamente son equivalentes.

En el espacio, una esfera, un elipsoide, un poliedro son topolégicamente equivalentes,
pero no asi un toro (camara de auto). Este podria ser topolégicamente equivalente
a...una tacita de café con el mango perforado por ejemplo.

Figuras topoldgicamente equivalentes:

en el plano

Ou

en el espacio

ORY

2. Dibujar pares de figuras o cuerpos que no sean topoldgicamente equivalentes.

Cuadro resumen de las transformaciones:

Resumen grafico:

Transformaciones

. .
et - B « Q
tiva
O O proyee .

5"’" E) O <,0¢
e L]
. ﬁ. topolégica O “ *
O-~@>

afin

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS

1. Sus invariantes son:
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- el nimero de agujeros no cambia.
- A punto interior corresponde punto interior en su transformado.

2. Por ejemplo:
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RESUMIENDO:

1.Teniendo en cuenta las experiencias anteriores, anotar en forma ordenada y
organizada qué propiedades se mantienen y cuales no. Las propiedades que se
mantienen se denominan INVARIANTES (por ejemplo, el paralelismo en la
semejanza).

Si es necesario, recurrir otra vez al material concreto. Se puede organizar la
informacién completando un cuadro general en donde aparezcan las invariantes de
cada una de las transformaciones y los elementos que si varian. Como ejemplo estdn
las invariantes de la congruencia donde se conserva todo

Invariantes Congruencia | Semejanza | Afin | Proyectiva | Topoldgica
- Distancia si
- Angulos si
- Incidencia y alineacion si
- Orden si
- Paralelismo si
- Perpendicularidad si
- Area si
- Punto interior si
Si

2. Comparar las invariantes al tomar a las transformaciones de a pares.

3. Expresar todas las transformaciones segun estén incluidas unas en otras por sus
invariantes. Este analisis se denomina Programa de Erlangen, sistematizado por el
matematico alemdn Félix Klein 1849-1925), y es otra forma de presentar la
clasificacién de las transformaciones geométricas.

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS

1.

Invariantes Congruencia | Semejanza | Afin | Proyectiva | Topoldgica
-distancia Si No No No No
-angulos Si Si No No No

- Incidencia y alineacion Si Si Si Si

- Orden Si Si Si Si

- Paralelismo Si Si Si No No
Perpendicularidad Si Si No No No

- Area Si No No No No

- Punto interior Si Si Si Si Si
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Una vez analizadas las invariantes pueden entender entonces el cartel que dice “las
flechas indican inclusion” (en el cuadro de la pdgina 9) y por qué las transformaciones
topoldgicas incluyen a todas las demds (icasi todo varia!). Por ejemplo, la semejanza es
un caso particular de la congruencia.

2. A partir de los planos y de los focos de luz se pueden hacer otros tipos de andlisis,
como, por ejemplo:

- La congruencia es un caso particular de la afinidad, porque entre las
innumerables posiciones relativas que pueden tener los planos para que sean
oblicuos, en un momento pasarian a estar paralelos.

- La semejanza es un caso particular de la proyectiva (idem al anterior).

- Pero también, si alejamos el foco de luz en la semejanza hasta que en el infinito
se hacen paralelos, la congruencia seria un caso particular de semejanza.

- [dem al anterior, entre la proyectiva y la afin.

Como se verd en el cuadro, la inclusion se sigue sosteniendo al hacer este
razonamiento.

3. Programa de Erlangen

Consideremos las siguientes denominaciones:
C: grupo de isometrias

S: transformaciones por semejanza

A: transformaciones afines

P: transformaciones proyectivas

T: transformaciones topoldgicas

Songrupos T ) P ) A S S ) C
Topoldgico  proyectivo afin métrico isométrico

topolégica

proyectiva

semejanza
congruencia

Cada propiedad geométrica invariante con algunos de estos grupos lo es con respecto a
las transformaciones de los grupos que le siguen en la inclusion, pero no
necesariamente en las transformaciones de los grupos precedentes.

Por ejemplo, el paralelismo, invariante respecto de las transformaciones del grupo afin
A, lo es también respecto de las transformaciones del grupo métrico S, pero no del
grupo proyectivo P.
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En estas consideraciones tan simples se basan las ideas desarrolladas por el
matemadtico alemdn Félix Klein (1849-1925) en su célebre publicacion de 1872 conocida
como el Programa de Erlangen.

Dice Klein que las propiedades de cada una de las clases sefialadas pueden estudiarse
ventajosamente en forma orgdnica, constituyendo distintas geometrias:

Topologia del plano: estudio de las propiedades topoldgicas

Geometria proyectiva: estudio de las propiedades proyectivas

Geometria afin: estudio de las propiedades afines

Geometria métrica: estudio de las propiedades métricas e isométricas

Las ideas del Programa de Erlangen dan también una sdlida pauta para ordenar los
temas en la exposicion de una rama de la geometria. Desde el punto de vista diddctico,
como en general la geometria métrica elemental se estudia antes que las geometrias
proyectiva y afin, y conviene hacerlo asi, en este nivel no se habla de distintas
geometrias: la geometria es una sola, pero se la expone en un orden que asigna
prioridad a las propiedades mds bdsicas.
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LA INVERSION o EL INVERSOR DE PEAUCELIER (NO PROYECTIVA) ‘

LA INVERSION EN EL PLANO Y EL CIRCULO DE EULER?

En 1765 el gran matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) demostré que: “La
circunferencia que pasa por los pies de las alturas de un tridngulo es la misma
circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados de ese triangulo”

(Recordar que tres puntos determinan una Unica circunferencia que pasa por ellos).

A partir de ahi surgieron otros elementos importantes que dieron lugar a otros
descubrimientos, como lo es el segmento de Euler de un tridngulo que une el
ortocentro del tridngulo (punto donde se intersecan las tres alturas del tridngulo) con
uno de sus vértices, y el punto de Euler, punto medio de un segmento de Euler. O sea
que un triangulo tiene tres segmentos de Euler y tres puntos de Euler:

ORTOCENTRO

SEGMENTOS DE EULER k“’\

PUNTOS DE EULER

En 1820 los matematicos franceses Charles Julien Brianchon (1783 - 1864) y
Jean Victor Poncelet (1788-1867) redescubrieron la circunferencia hallada por Euler y
demostraron que dicha circunferencia también pasa por los puntos de Euler.

2 En este apartado se contd con la colaboracion en las discusiones con el Profesor Marcelo Ponce.
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segmento de Euler

punto de Euler

Esta circunferencia fue llamada por ellos circunferencia de los nueve puntos o
circunferencia de Euler.
O sea que esta circunferencia pasa por 9 puntos. Tomando como referencia el
tridngulo donde se determind el ortocentro, pasa por:

- las tres bases de las alturas

- los tres puntos medios de los lados del triangulo

- los tres puntos de Euler.

Aunque parezca mentira, existe una transformacidon que permite, entre otras cosas,
obtener la circunferencia de Euler a partir de una figura geométrica.

Veamos la siguiente transformacion:

Dada una circunferencia de centro O y radio k, a cada punto A del plano distinto de O,
le asocia otro punto A’ de la semirrecta OA tal que se cumple la relacién
OA.O0A = k?. Esta transformacién se denomina inversion de centro O y radio k.5 La
figura siguiente es un ejemplo que muestra el inverso A" de A (punto interior de la
circunferencia) de centro O y radio k = 4:

OA=3
OA . OA =16 == OA'=16/3 = 5,33
AA=233

Una forma “cémoda” de construir geométricamente el punto inverso A" del punto A
(inversion) cuando éste es interior a la circunferencia es la siguiente:

3 Lainversién esta estrechamente ligada a la Potencia P, recordemos que potencia de un punto P respecto a una
circunferencia C, si trazamos una secante r a la circunferencia, es el producto de las distancias de dicho punto P a los de
interseccién Ay A’ der con la circunferencia C. AP x A’'P =Kp (=T2 = PB x PB’)
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Trazar la perpendicular de OA. Su interseccidon con la circunferencia determina el
punto T. Por este punto trazamos una tangente que corta a la semirrecta OA. Ese
punto de interseccién es A" (inverso de A). Vamos a ver por qué: los triangulos OTA y
OA’T son semejantes porque tienen dos pares de dngulos congruentes: el dngulo recto
ATT  y OAT, y ambos triangulos comparten el dngulo TOA.

o A

Entonces se demuestra que A’es el inverso de A ya que cumple con la definicion
porque:

04 —OT 0A.0A = k? 2
— = y p— . pu— =r
OT O0A
Para hallar la pre-imagen de A’ (si el punto A’ estd fuera de la circunferencia), trazamos
una tangente a la circunferencia desde A", y siendo T como punto de tangencia, por T
trazamos una perpendicular a la recta OA” que cortard a ésta en el punto A, inverso del
punto A’.

Otra forma de construir puntos inversos: si el punto A es exterior a la circunferencia
trazamos una circunferencia con centro en A que pase por O (centro de inversién).
Desde las intersecciones de las dos circunferencias, se trazan arcos que pasen por O.
Su interseccion sera el punto transformado A’".

Como puede observarse un punto exterior de la circunferencia se transforma en un

punto interior de la misma y reciprocamente.
=t Los puntos de la circunferencia de inversion
se invierten en si mismos (puntos dobles).

Con lo expuesto, ya estamos en condiciones de comenzar a dar respuesta a nuestra
inquietud inicial: Esta transformacion, énos permitira obtener una circunferencia de
Euler a partir de una figura geométrica?

Construyamos un tridngulo ABC y su circunferencia inscrita. Sean D, E y F los puntos de

tangencia con los respectivos lados (siendo O el incentro de la circunferencia: punto de
interseccién de las bisectrices del triangulo ABC).
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OE es el radio de la circunferencia inscripta
a ABC. E y F son puntos de tangencia de las
rectas tangentes a la circunferencia desde A
(son las que incluyen los lados AB y AC del
triangulo y son tangentes porque la
circunferencia es inscripta). Ambos puntos
son simétricos respecto de la bisectriz AO.
Lo mismo ocurre con las tangentes por B y
por C.

A, B" y C son los puntos medios de los
segmentos EF, FD y DE.

El triangulo AEF es isésceles (los triangulos
AFA” y AEA’ son congruentes) y la

perpendicular a EF por A pasa por el punto medio A’, es decir que el angulo OA’E es
recto y también lo es el angulo OEA. Los tridngulos OEA y OA’E son semejantes.

Entonces tenemos:

0A’
OE 0OA

=2 _ DA".0A = OE2 = 72 , esto quiere decir que Ay A" son puntos inversos. De

la misma manera se prueba que By By Cy C" también lo son.

Por todo lo expuesto Ia
circunferencia que contiene a los
vértices del tridangulo ABC
(circunscrita) se transforma en la
circunferencia que pasa por A", B
y C (con respecto a |la
circunferencia inscrita).

Dicho de otra manera: “La inversion respecto de la circunferencia inscripta transforma
la circunferencia circunscrita al trigngulo ABC en la circunferencia de los nueve puntos

con respecto al triangulo DEF”.
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(Resuelto con GeoGebra).

1. Dibujar la circunferencia de Euler y distinguir todos los elementos que la
caracterizan: segmentos de Euler, puntos de Euler, etc.

2. (Para trabajar con GeoGebra)

Para trabajar la inversion, esta transformacidon parte de un objeto a transformar con
respecto a una circunferencia. Por lo tanto, se debe dibujar una circunferencia,
determinar un objeto (que puede ser cualquier figura) y luego activar el botén de
“inversién”, sefialando primero el objeto y luego la circunferencia.

Elegir como objeto un punto y ver cual es su transformado segun esté dentro, fuera o
sobre la circunferencia. Sacar conclusiones.

a. Dibujar un poligono como objeto y aplicarle la inversion. Moverlo y sacar
conclusiones.

b. Dibujar una circunferencia dentro de la circunferencia y aplicarle la inversion.
Moverla y sacar conclusiones.

c. Aplicar la inversion a una figura cualquiera y comprobar en ella la definicién de esta
transformacioén.

d. Dibujar dos puntos cualesquiera (uno interior y otro exterior a la circunferencia y
comprobar si son inversos.

Se pueden buscar mas problemas en la pagina “Mas ejercicios de inversion: ejercicios
resueltos de inversién -984- Trazoide”. Trazoide.com

3. Verificar todas estas propiedades con el software. ¢ Qué pasa con la inversion y

... las distancias? Si = Ay B son puntos distintos y A" y B” los
' o inversos respecto de la
0 . circunferencia, entonces

s ABK?
A'B = ,
0OA.OB

r+— o /

esto significa que la
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longitud de A'B° depende el segmento AB por una
fraccion (AB, K, OA y OB son constantes). Lo que prueba
gue las distancias no se conservan.

... las rectas?

- Toda recta que pasa por el centro de inversiéon “0” se
transforma es si misma.

- Las rectas que no pasan por “0O”, se transforman en
circunferencias.

- Las rectas paralelas se transforman en circunferencias
tangentes.

- Las rectas perpendiculares se transforman en
circunferencias secantes que pasan por “0”

...las circunferencias?

- Una circunferencia exterior a la de inversidon se
transforma en una circunferencia interior a la de
inversion.

- Una circunferencia secante a la de inversién que no pase
por “O”, se transforma en una circunferencia.

- Una circunferencia que pasa por “0O”, se transforma en
una recta.

... los angulos?

- La inversién conserva los angulos.

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS

segmento de Euler

punto de Euler

base de las alturas
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Si el punto es interior a la circunferencia (C), su transformado (C’) es exterior a la
misma, y si el punto es exterior a la circunferencia (F), su transformado es interior a la

misma (F’).
b.
c.
r
A
9
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Si la circunferencia es interior a la
circunferencia dada, la transformada es
exterior, y viceversa.

Si la circunferencia se agranda, la
transformada también se agranda, y
viceversa.

Si son concéntricas, la transformada es
concéntrica.

Un segmento se transforma en
un arco y una recta se
transforma en una
circunferencia.

Mover cada figura para ver los
cambios que se producen en su
transformada.



Estas son algunas de las observaciones:

Si una recta pasa por el centro de la circunferencia se transforma en si misma.

Para que un segmento se transforme en un segmento tiene que ser colineal con el
centro de la circunferencia.

Si una recta es tangente o secante a la circunferencia se transforma en una
circunferencia que pasa por el punto de tangencia y el centro de la circunferencia, o
por los puntos de interseccion de la recta con la circunferencia y el centro de la misma.
Si uno de los extremos del segmento coincide con el centro de la circunferencia se
transforma en una semirrecta.

Al realizar una inversion, si se borra la circunferencia se borran todos los elementos
transformados, ya que estos dependen de la misma.

d. Trabajar con el software, transformando uno de los puntos y verificando si coincide
con el otro.

3. Verificar con el software.

Esta transformacion posee aplicabilidad en el dibujo técnico. Ver
https://dibujotecni.com/geometria-plana/transformaciones-geometricas-inversion/

Propiedades de la inversidn:
https://es.wikipedia.org/wiki/Inversi%C3%B3n (geometr%C3%ADa)
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https://dibujotecni.com/geometria-plana/transformaciones-geometricas-inversion/
https://es.wikipedia.org/wiki/Inversi%C3%B3n_(geometr%C3%ADa)

¢QUE TRANSFORMACIONES NOS PERMITEN LLEVAR LA SUPERFICIE ESFERICA DEL
GLOBO TERRAQUEO A UN PLANO?
Empecemos con una situacion sencilla y cotidiana: el futbol.

1. Si nos preguntan qué cuerpo geométrico es una pelota de futbol seguro que
respondemos que es una esfera (ipero no lo es!). La pelota de futbol es un poliedro.

¢Qué forma tienen sus caras?
Intenta cubrir una superficie
plana con estas figuras. ¢ Qué
¢ sucede? ¢Por qué?

§ ¢Qué  transformacion les
\am deberiamos hacer a estas
figuras para que pudieran

papelisimo.
SPEREETEE Cubrir el plano?

2. Tomar un globo terrdqueo y un mapa planisferio a la misma escala. Con un hilo
medir y comparar entre las dos representaciones varias distancias que sean
representativas (por ejemplo, la distancia entre los polos o entre dos ciudades
importantes en distintos lugares.
¢Qué conclusiones puedes sacar?

3. Una forma de proyectar una parte de la superficie de una esfera sobre un plano es

tomando una naranja, dibujar gajos sobre ella y cortarlos, plasmandolos sobre una
mesa. ¢Qué se ve representado? ¢Se puede aplanar? ¢ Qué sucede?
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4. Observar la siguiente imagen:

Tomemos nuevamente el globo terraqueo y el planisferio:

¢Se puede envolver el globo terrdqueo con el planisferio haciendo que coincidan todos
los puntos correspondientes (meridianos con meridianos, paralelos con paralelos,
etc.)? ¢éQué se tuvo que hacer con el planisferio para que cubra la superficie esférica?

5. El cilindro, el cono, el cubo o el dodecaedro son cuerpos geométricos que
seguramente en algin momento de tu vida has construido en cartulina a partir de una
red (desarrollo en el plano). ¢Ayuda esto a resolver nuestro problema del globo
terrdqueo?

éQué sucede si a la superficie de un globo terraqueo la transformamos en un plano?
Si no queremos que nos queden espacios vacios, la tenemos que “estirar”, con lo cual
se deformaria y no seria representativa de la realidad. jY aqui es donde queremos

llegar!

Hay varias técnicas para hacer esta transformacion. La idea es analizarlas con los
estudiantes y ver si son dptimas, si tienen defectos, si alguna es mas conveniente que
otra.

La Tierra tiene forma de esfera (desatendiendo los pequefios achatamientos en los
polos), superficie que no puede desarrollarse sobre un plano sin “forzar” alguna de sus
partes, por lo que cualquier proyeccion de la superficie terrestre es una aproximacion
a la realidad.

A lo largo de la historia, el hombre ha sentido la necesidad de representar, en forma
segura, la superficie terrestre y los objetos situados sobre ella en un plano. El objetivo
de los primeros mapas era servir de apoyo a la navegacién, indicaban los rumbos
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(direcciones) que era necesario seguir para ir de un puerto a otro, y las distancias entre
ellos. Esto permitia las relaciones y el comercio entre otros paises distantes.

Hoy en dia el GPS (Sistemas de Posicionamiento Global) mantienen un esquema
similar, aunque ha revolucionado los sistemas de navegacion. Pero, en el siglo XVII,
cartégrafos como Mercator demostraron que un sistema de proyeccidn geométrico,
junto con un sistema de localizacién basado en coordenadas cartesianas, es decir
basadas en un par de ejes ortonormales (x e y), formando una cuadricula, mejoraba la
fiabilidad de distancias, areas o angulos medidos sobre los mapas.

Proyecciones cartograficas

Son proyecciones geograficas y en ella se establecen los puntos de relacién entre una
esfera y el plano. Por esta razén para poder mostrar la superficie de la Tierra en un
plano necesitamos de una proyeccion.

Las proyecciones cartograficas se pueden clasificar segun el tipo de plano auxiliar que
se utilice para proyectar la superficie del globo terrestre. Asi, la proyeccién puede ser
plana (acimutal), cénica o cilindrica.

PLANA ONICA ( NORICA

Cada uno de estos tres tipos de proyecciones (acimutal, cénica y cilindrica,) tienen
asociado un tipo de grilla de coordenadas geograficas, como muestra la figura anterior.

La proyecciodn cilindrica, proyecta la superficie terrestre sobre un cilindro tangente a la
misma.

Los paralelos y los meridianos se cortan en dangulos de 90°.

La linea de tangencia entre el plano (superficie del cilindro que después se desplegard)
y la esfera es la de menor deformacion.

Si esta linea se corresponde con el Ecuador, los polos resultan severamente dafiados.
Como este tipo de proyeccion se distorsiona a medida que se acerca a los polos, se
suele usar para las zonas intertropicales comprendidas entre los 40°N y 40°S del
Ecuador (o sea cerca del Ecuador).
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La mayor ventaja es que se trata de una proyeccién facil de construir.
Se alteran angulos y areas.

PROYECCION CILINDRICA eidianes -

Fig. 1

La proyeccidn cdnica se proyecta la superficie de la Tierra sobre un cono. La linea de
tangencia es un paralelo de menor o mayor latitud.

En la proyeccidn cénica el vértice del cono se ubica en el eje que une los dos polos. Los
meridianos tienden a converger hacia la “punta” del cono y a separarse hacia el
sentido opuesto.

La linea de tangencia entre el plano y la esfera es la zona menos afectada por las
distorsiones de la proyeccién. Hacia la parte superior de la linea de tangencia la
distorsion tiende a comprimir la imagen, y hacia la parte inferior, a expandirla.
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Fig. 2
6. Tomando como ejemplo la figura 2, representar una figura humana en distintos
lugares de la grilla conica:

En la proyeccidon acimutal o plana, la tierra se proyecta en un plano tangente en un
punto cualquiera de la superficie.

Los paralelos forman segmentos de circulos concéntricos y los meridianos tienden a
converger, por lo que la distancia entre ellos disminuye progresivamente.

El punto de tangencia entre el plano y la esfera es el de menor deformacién.

En el plano queda proyectado un circulo. El borde de ese circulo es la zona mas
deformada por esta proyeccion.

Acimutal o plana

Fig. 3

7. Tomando como ejemplo la figura 3, representar una figura humana en distintos
lugares de la grilla acimutal:




En la proyeccion transversal el eje de la superficie desarrollable y el de la tierra forman
un angulo de 90°. En este caso, si la proyeccidn se hace sobre un cilindro, la linea de
tangencia corresponde a un meridiano.

Proyeccién UTM

Iy l‘l‘H‘
}..w‘w “” b “\

'wﬂ\

[H‘

8. Completa el siguiente cuadro:

Proyeccion | Cdmo resultan los paralelos y meridianos | Dénde se deforma
Cilindrica
Acimutal
Cénica

9. Responde las siguientes preguntas argumentando tu eleccién:
a) ¢Cudl crees que es la proyeccién mas utilizada? ¢ Qué ventajas e inconvenientes
tiene?
b) Si estds ubicado cerca del polo Norte, iqué proyeccion de mapa seria el mas
acorde a utilizar? ¢Por qué?

Asimismo, podemos clasificar a las proyecciones cartograficas segun las propiedades
geométricas. Todas las proyecciones suponen una distorsién, pero segun el tipo de
propiedades que conservan y que distorsionan las proyecciones se clasifican en:

. proyecciones equidistantes, si conserva las distancias.

o proyecciones equivalentes, si conservan las superficies.

. proyecciones conformes, si conservan las formas (o, lo que es lo mismo, los
angulos).

No es posible tener las tres propiedades anteriores a la vez, por lo que es necesario
optar por la solucién éptima que dependera de la utilidad a la que sea destinado el
mapa.

A modo ilustrativo, vamos a ver algunas de ellas.

La proyeccion sinusoidal es equivalente o equiareal. Conserva las superficies, pero
distorsiona las formas geograficas. La franja intertropical y la zona del meridiano
central (en la imagen es el meridiano de Greenwich, pero puede variar) son las partes
menos afectadas por las distorsiones.
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Loa paralelos se mantienen rectos. Estan regularmente espaciados lo que brinda una
representacion precisa de las relaciones latitudinales.

Los meridianos son curvas senoidales, espaciadas a intervalos regulares a lo largo de
los paralelos. La convergencia de los meridianos en los polos preserva la escala este-
oeste a lo largo de los paralelos.

La proyeccion cilindrica directa es una proyeccion conforme. Dado que conserva los
angulos es posible trazar lineas loxodrdmicas de rumbo constante. La proyeccion
cilindrica mas conocida y utilizada es la llamada proyeccion de Mercator.

Las formas geograficas sufren severas distorsiones en las zonas alejadas al eje de
tangencia. En esta imagen, las zonas de altas latitudes tienen sus formas expandidas.
Los polos, que en la esfera son un punto, en la proyeccidn cilindrica se transforman en
una recta.

—) POLO

q POLO

La proyeccion Hammer-Aitoff es
una proyeccion equiareal,

conserva las superficies. La
distorsion se incrementa a
medida que aumenta la
distancia respecto de los ejes

centrales.

Su proyeccién en el plano tiene forma de elipse. El Ecuador es el eje mayor. Los
paralelos restantes se curvan.

Un meridiano central, que puede ser el meridiano de Greenwich o cualquier otro,
funciona como el eje menor de la elipse.
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La proyeccion Robinson es un ensayo para equilibrar los diferentes tipos de
distorsiones que supone una proyeccién. Busca no deformar excesivamente ni los
angulos, ni las superficies, ni las formas.

Los paralelos se mantienen rectos y paralelos. Estdn espaciados a intervalos regulares
entre los 38°N vy los 38°S, por lo que quedan un poco mdas atenuadas las distorsiones
respecto de las proyecciones equirrectangulares.

Los meridianos estan espaciados a intervalos regulares y se curvan sin converger en los
polos.

La proyeccion Mollweide es una proyeccion
equivalente: conserva areas y distorsiona
formas. Tiene una escala norte-sur decreciente
hacia los polos y creciente en las proximidades : |
del Ecuador. Las franjas de latitudes medias son :
las zonas de menor distorsion.

- - = —~

¢ S Sacrifica el espaciado regular de los
y X | W )Vl\j‘.@ \,{ paralelos para preservar las relaciones

e naa: \? ; X de darea sin distorsionarlas en las zonas
;' { T N ¢ ' TA ¢ :_r:\*: marginales.
0 TN i & i *ﬁ;’ Los meridianos son elipses redondeadas.
AN AN '

= La proyeccidn conica conforme conserva
los angulos. La posibilidad de mantener
distancias precisas hace que esta proyeccion sea utilizada para la navegacion aérea.
Los paralelos son arcos de circunferencias concéntricas. La distorsiéon aumenta
progresivamente a medida que aumenta la distancia respecto del paralelo de
referencia. Por eso, el hemisferio que no contiene el paralelo de referencia se ve
severamente afectado.
Los meridianos son radiales que tienden a converger a un polo.

s
(T

La proyeccion cénica conforme de Lambert
introduce la variante de utilizar dos paralelos
de referencia.

La cara lateral del cono es secante a la esfera
en vez de ser tangente.
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PRO ON L AVMBER
OO LU RU U
ad proye O s
DASdAdUd O cl c CC a0
"_ s '_ Sl /Standard Paraliels
& :
e5pDd d = 0N S c Id 5
eas de la S €Imentd .“'\‘\- ‘T-'L?; Cenlral Meridian
as alla de los paralelo X 1727
= dlldd
Representa a POIO elagle — ‘>
D 0 & G S TNy S
Proyeccion Clasificacion | aplicaciones Caracteristicas
Albers Cdnica Mapas temadticos. Sirve | Conserva areas.
equivalente | para mapear dreas con | Substituye con ventajas a
extension predominante | todas las otras conicas
de equivalentes.
este-oeste
Bipolar Cdnica Indicada para  base | Conserva dngulos.
conforme cartografica  confiable | Es una adaptacién de cénica
dos continentes | de Lambert.
americanos.
Cilindrica Cilindrica Mapamundi. Altera areas.
equidistante | equidistante | Mapas escalas | Altera angulos.
pequenas.
Trabajos
computacionales.
Gauss Cilindrica Cartas topograficas | Altera areas (las distorsiones
conforme antiguas. < 0,5%). Conserva angulos.
Mapa basico en escala | Similar a UTM con desfase
media de 3 de longitud entre los
Y grande. meridianos centrales.
Estereografica | Plana Mapa de regiones | Conserva dngulos.
polar conforme polares. Ofrece  distorsiones de
Mapa de Luna, Marte y | escala.
Mercurio.
Lambert Cdnica Cartas generales vy | Conserva angulos.
conforme geograficas.

Cartas militares.
Cartas aeronauticas del
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Mundo.
Lambert Conica Cartas en millonésimo. | Conserva angulos.
million conforme
Mercator Cilindrica Cartas nduticas. Conserva angulos.
conforme Cartas geoldgicas vy
magnéticas.
Mapamundi.

POSIBLES SOLUCIONES Y COMENTARIOS

1. Sus caras son hexagonos y pentdgonos. Si quisiéramos cubrir una superficie plana no
lo podriamos hacer (el hexagono tesela el plano, pero el pentdgono regular no).
Cuando la pelota de futbol se infla, el material con que esta hecha es flexible (cuero o
sintético) y en forma natural al hacer presion el aire en su interior éste hace que las
caras se curven y la pelota se estire y tienda a transformarse en una esfera. De todos
modos, el modelo del poliedro nos permite comprobar que la superficie esférica no se
puede colocar en forma plana.

Para ello le podemos pedir a los estudiantes que intenten cubrir una pequefia superficie
con hexdgonos y pentdgonos y verdn que esto es imposible. ¢ Por qué?

Se puede justificar analizando la amplitud de los dngulos interiores de estos poligonos
y ver que en los puntos vértices (para cubrir el plano) deben sumar 360° (y no lo
hacen).

2. La proporcién entre las distancias no se conserva.
De alguna manera en el planisferio hubo deformaciones (en general estiramientos)

para que se pueda representar el globo terrdqueo.

3.

Si se aplanan los gajos contra la superficie, quedan espacios en ésta sin cubrir.

4. Al juntar los meridianos en los polos (como debe ser en el globo terrdqueo), se nos
arruga el papel (sobra papel).
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5. Las redes para construir cuerpos geomeétricos no cubren una “porcidon convexa” del

plano.

6.

linea de tangenciaé‘_ﬁ

tamafio normal

8.

tamafio normal

Proyeccion

¢COmo resultan los paralelos y
meridianos?

é¢Donde se deforma?

Cilindrica Son perpendiculares En los polos

Acimutal Los paralelos son circulos concéntricos | En los bordes del circulo que se
y los meridianos convergen en el | origina de la proyeccién sobre
centro el plano tangencial.

Cénica Los paralelos son arcos concéntricos y | Hacia arriba de la linea de

los meridianos convergen en el centro
del sector circular

tangencia la figura se achica, y
hacia abajo se agranda.

9. a. Produccion libre.
b. Acimutal o plana.
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Actualmente la geometria de las transformaciones ofrece la posibilidad
de hacer mas simples las demostraciones de los teoremas geométricos,
porque involucran conceptos muy utiles y fuertes como lo son la
biyeccion, la homotecia, integrdndose a las estructuras conceptuales
anteriores en un proceso de reconstruccion. “Esta reorganizacion
simplifica los problemas antiguos y permite la reduccion del campo de
los problemas necesarios para la aprehension de los conocimientos
tedricos” (Brousseau, G. 1986. Fondements es méthodes de la didactique

des mathématiques, Bourdeos)
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ANEXO 2

ANALIZANDO OBRAS DE ARTES A LO LARGO DE LA HISTORIA

Las obras de arte a lo largo de la historia han plasmado de una manera u otra los
momentos que trascendian, en especial los religiosos, politicos y sociales. En algunos
periodos se intentdé reproducir la realidad de la mejor manera, utilizando recursos
geométricos como la proyeccion y la perspectiva, y en otros periodos prevalecié mas lo
religioso o social.

A continuacion, se presentan algunas obras de arte (se pueden agregar otras o
reemplazarlas) pertenecientes a distintas culturas y distintas épocas. La idea es
reconocer en algunas de ellas el uso de la geometria y la matematica como recurso
para representar la realidad. En otras es interesante destacar la influencia social y
religiosa de la época (por ejemplo, distintos tamafios en las figuras humanas para las
distintas jerarquias).

Por ejemplo, équé movimientos rigidos se observan en las siguientes obras de arte y
edificios del ARTE ISLAMICO O MUSULMAN?:




YYYYVTYY

yied
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ARTE EGIPCIO

El arte egipcio tiene una particularidad: las partes se representan desde el angulo mas
representativo, por ejemplo, la nariz de perfil y el ojo de frente. Y si hay una vasija
supuestamente con elementos en el interior, éstos se dibujan arriba para que se
puedan ver todos (si es la decoraciéon de una tumba, para que los muertos tengan
presente todos esos elementos terrenales en la eternidad.




En la historia de la matematica, el estudio de la afinidad y de la proyectividad ha
estado, fuera de dudas, influenciado por las observaciones de las sombras.
Observando a su alrededor, se vio que el Sol y los efectos producidos por las sombras
de los objetos estaban siempre presentes, a disposicion de las ciencias, de los artistas,
de toda la humanidad. El hombre observé desde los tiempos mds antiguos que la
sombra de una varilla variaba de momento en momento y podia asi indicar el
transcurso del tiempo o la altura de monumentos. También observd que las sombras
de una fila de drboles o de columnas permanecen paralelas.

En épocas en que la religion tuvo un peso muy grande en las obras de arte, mas que la
representacion fidedigna de la figura, se buscaba darle jerarquia “jugando” con los
tamafios, ubicaciones y colores. Importaba mas el aspecto simbdlico. Por ejemplo, esta
obra es un tallado en madera del siglo V. Podemos deducir que la figura central es
Cristo. éPor qué?
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Arte gético. Virgen de la leche. Jaime Sena. Segunda mitad del siglo XIV. Originario de
la Iglesia de Tobed en Zaragoza. Observar los colores (prevalece el azul y dorado),
tamanos y posiciones:

La siguiente es una miniatura persa (Arte musulman) del siglo XV. Empieza a aparecer
un intento de perspectiva. _ |




Ya en el siglo XV, los artistas del Quattrocento
observaron que, si la luz provenia de un foco
puntiforme, las sombras de rectas paralelas
no son paralelas. Los artistas que hasta este
momento habian preferido seguir con las
convenciones en cuanto a la reproduccion de
la realidad, empezaron a observar el mundo
que los rodeaba. El grabado de Albrecht
Direr “El espacio afin” es una de las primeras
obras con que se resalta la sombra producida
por los rayos del Sol.

Aqui, San Jeronimo en su estudio. A. Durero
(1521)

Con referencia al espacio proyectivo se pueden confrontar cuadros en los que se realza
una perfecta perspectiva con otros en los que se nota la falta absoluta de ella. iSi
tomamos las reproducciones de “dos paneles geométricos” de Giotto (1266-1337),
resulta claro como él conoce perfectamente la perspectiva! Sin embargo, en todas sus
obras, Giotto se vale de técnicas de color y de posicién para darle profundidad al

busqueda o acercamiento a la realidad. Es asi que se
produce uno de los cambios mds importantes, el
estudio de la perspectiva. Uno de los precursores fue

ambiente.

Adoracién de los Magos. Giotto

Es en
esta

época
(siglo

XV), el
Renaci
mient
o, que
en el
arte se
refleja
una

Giotto (S. XIV) y por supuesto seguido por muchos mas. Se trataba de poder pintar un
objeto sobre la tela y que pareciera estar “mas all3” de la misma.
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El nacimiento de San Nicolds, su vocacion y la distribucion de limosna a los pobres
(1437) se ve un acercamiento mayor al uso de la perspectiva.

Veamos algunas obras en las que se puede observar el progreso en este aspecto.
Observar La ultima cena de Giotto con una perspectiva muy basica y compararla con
La dltima cena de Leonardo da Vinci.
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Ya en la escuela italiana se pueden apreciar en algunos bocetos, cémo los artistas
utilizaban las reglas de la perspectiva bien combinadas (punto de fuga, linea del
horizonte, etc.).

El Renacimiento italiano supera pronto el realismo sensorial y lo somete a las leyes del
espiritu. La geometria y sus sabias combinaciones de forma, ritmos y proporciones
ordenan el espacio. El artista se revela muy préximo al gedmetra y al matematico.

En 1525, tres afios antes de morir, el genial pintor renacentista y gran enamorado de
las Matematicas, Alberto Durero (1471-1528) publica una obra titulada Instruccion
sobre la medida con regla y compds de figuras planas y sdlidas. Es un precioso libro en
el que pretende ensefiar a los artistas, pintores y matematicos de la época diversos
métodos para trazar figuras geométricas.

Alberto Durero, Instrumento perspectivo: pasador en la pared como punto de mira y
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punzén para los puntos del objeto; ventana con dos hilos méviles y postigo abatible.
(De "Underweysung der Messung", Nuremberg, 1525)

En esta obra Durero muestra como trazar con regla y compas, algunas espirales y entre
ellas una que pasara a la historia con su nombre: la Espiral de Durero.

Es una de las espirales gnémicas basadas en el famoso nimero de oro (numero
irracional, aproximadamente 1,618...), o mejor dicho, en los rectangulos aureos.

Los rectangulos aureos son aquellos cuyos lados estan en proporcién aurea, es decir, el
cociente entre su lado mayor y su lado menor es precisamente el nimero de oro.

Los artistas comenzaron a observar y a seguir las experiencias al sol o a la luz de una
[dmpara, viendo que el “efecto sombra” no siempre es el mismo. jLos estudiantes
pueden hacerse las mismas preguntas que se hacian los pintores del Quattrocento!

La Gioconda. L. Da Vinci

Pero las transformaciones afines se estudian como caso particular de las
transformaciones proyectivas recién con Moebius (1790-1868) quien fue el primero en
introducir las coordenadas homogéneas en geometria proyectiva.

iY cdmo nos vamos acercando mas a la realidad!
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Pierre Renoir — La Yola (1875)

Hemos visto que, a lo largo de la historia, las obras de arte pictéricas transitan por
distintas épocas en las cuales razones politicas o religiosas u otras influyen en las
representaciones. Por ejemplo, si se queria jerarquizar un personaje (supongamos
Jesucristo) se lo dibujaba de un tamafio mayor con respecto a los demas personajes de
la obra. No se trataba de una representacidn “real”, pero hay que tener en cuenta que
el fin era otro.

En la época del impresionismo justamente fue todo lo contrario, se traté de plasmar,
con la mayor naturalidad vy fidelidad, lo que se estaba observando (ver el cuadro de
Renoir).

Surgieron las técnicas de la perspectiva que tienen mucho que ver con nuestras
transformaciones proyectivas. Ya hemos visto que la transformaciéon proyectiva
proviene de un foco y se “proyecta” sobre un plano que puede ser paralelo a lo que se
guiere proyectar (daria una semejanza) o no.

Pero...en algin momento (siglo XX) nos escapamos otra vez de las representaciones
fidedignas de la realidad (por ejemplo, por el cubismo en donde el modelo va
“girando” y se representan partes desde distintos angulos. (¢ Parecido a los egipcios?).
En ellas hay obras en las que se refleja fuertemente el mensaje (social en este caso) del
artista.

Por ejemplo, cdmo se puede ver en esta obra extraordinaria de Picasso, “Guernica”:

93



Guernica es un cuadro de Pablo Picasso, pintado en Paris entre los meses de mayo y
junio de 1937, cuyo titulo alude al bombardeo de Guernica, ocurrido el 26 de abril de
dicho afio (1937), durante la guerra civil espafiola. Fue realizado por encargo del
director general de Bellas Artes, Josep Renau, a peticién del Gobierno de la Segunda
Republica Espaiola para ser expuesto en el pabellén espafiol durante la Exposicién
Internacional de 1937 en Paris, con el fin de atraer la atencién del publico hacia la
causa republicana en plena guerra civil espafiola. Su tamafio es de 3,49m. x 7,77m.

En la década de 1940, puesto que en Espaiia se habia instaurado la dictadura militar
del general Franco, Picasso optd por dejar que el cuadro fuese custodiado por el
Museo de Arte Moderno de Nueva York, aunque expresé su voluntad de que fuera
devuelto a Espafia cuando volviese al pais la democracia. En 1981 la obra llegd
finalmente a Espafia. Se expuso al publico primero en el Casén del Buen Retiro, vy
luego, desde 1992, en el Museo Reina Sofia de Madrid, donde se encuentra en
exhibicion permanente.

Su interpretacién en profundidad es objeto de controversia, ya que varias figuras son
simbdlicas y suscitan opiniones dispares; pero su valor artistico esta fuera de discusion.
No solo es considerado una de las obras mas importantes del arte del siglo xx, sino que
se ha convertido en un auténtico «icono del siglo xx», simbolo de los terribles
sufrimientos que la guerra inflige a los seres humanos. El critico Robert Hughes afirmé
del Guernica que era «la ultima gran pintura histdrica», y que fue asimismo el ultimo
lienzo moderno de relevancia en utilizar un tema politico para concienciar al publico,
labor que a finales de la Segunda Guerra Mundial pasaria a realizar la fotografia bélica.

Veamos algunas obras del artista ecuatoriano Oswaldo Guayasamin, (1919-1999), muy
comprometido con la realidad social de América Latina y el mundo. Este cuadro se
denomina “Madre de la India”:
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Las dos figuras esqueléticas representan una
madre con sus Uultimas reservas de vida
intentando revivir a su hijo muerto dandole

de mamar.

Como se dijo anteriormente, no se trata de representar en forma fiel una imagen, pero
se siente muy profundamente el sentido y sentimiento que el artista quiere transmitir.
Del mismo autor, la siguiente obra, denominada “Potosi en busca de la luz y la
libertad”, esta realizada en la cipula de un museo en Quito. En ella se ve a los esclavos
en las minas de plata buscando la salida a la que nunca llegan. La salida de la mina es
un agujero real hecho en el techo del museo y da al exterior.

La muestra del sufrimiento y dominacién que se logra percibir es innegable de la
época, ya que es posible sentir la nostalgia de una ciudad explotada que conserva una
triste memoria de sus riquezas, las ruinas de sus iglesias y palacios que permanecen
como una herida abierta hasta hoy y se ven reflejadas en gran parte de la obra de
Guayasamin. La denuncia que se hace a la colonizacion de América Latina se ve
reflejada claramente en sus obras, la cual trae a la memoria aquellas escenas de
opresion, sufrida por los indigenas en la época, y nos lleva a la reflexién de que aun en
la actualidad se ve y se siente la lucha por preservar esa identidad que por mucho
tiempo ha sido ocultada y desvalorizada. Se pueden observar a los esclavos intentando
llegar a la luz, a la cual nunca llegan y mueren ahi. Hay todo un mensaje en sus obras.
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